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ET DE GÉOMÉTRIE 

ftppllcalions âe FAIsète à la Géomélne — Sections Eonlpes 

RÉDIGES CONFOUMËMENT &UX DERNIERS PROGRAIiimES OFFICIELS 

POUR iA CLASSE DE PREMIÈRE (SCIENCES) 



P. PORCHON 

/Lgrégi du rOnivEtsilë, ancien Élève ilo l'École 
PreFessciir d? U a Uidiiio ligues au Ijccc 



Avec figures dans le texte et de nombreux 



PARIS 

ANCIENNE IIGRAIISIE GERIIER nAILI.lKRE 1 

FÉLIX ALCAN, ÉDITEUR 
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COMPLÉMENTS 

D'ALGÈBRE ET DE GÉOMÉTRIE 

PREMIÈRE PARTIE 

ALGÈBRE 

CHAPITRE PREMIER 

FONCTIONS ET VARIABLES 

1, — Définition d'une fonction. — Lorsqu'une quan- 
tité y flépend d'une autre quantité x, à laquelle on peut 
donner différentes valeurs, y est dite fonction de x, et 
cette dernière s'appelle une variable. 

Par exemple l'aire d'un cercle est fonction du rayon, et 
réciproquement le rayon est fonction de l'aire du cercle. 
En général, lorsqu'il y a une équation entre deux quan- 
tités X et y, l'une est fonction de l'autre ; par exemple, si 
l'on donne l'une des équations; 

y = «a;^ -\-bx-\-c, (2) 

ax'-\-bx-\~c ,r,. 

y est fonction de x, et inversement. 

2, — Une fonction est dite implicite ou explicite 
PoBCHON. — Compl, alg- et géom. 1 
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suivant qu'elle est liée à sa variable par une équation 
résolue ou non par rapport à la fonction. Ainsi y est 
fonction explicite de x dans les exemples (1), (2), (3), 
implicite dans l'exemple (4). 

3. — Dans l'exemple (4), si l'on résout l'équation par 
rapport à y, on trouve les deux valeurs : 

y = zh \/ J'^ — ^^■ 
Ainsi l'on peut dire que la fonction y définie par 
l'équation (4) a deux valeurs différentes, ou, en d'autres 
termes, que cette équation définit en réalité deux fonc- 
tions distinctes. Il en est souvent ainsi quand y est 
fonction implicite de x. 

4. —Fonction continue. — Si, à toute valeur de x 
comprise entre deux limites données a et p, on peut 
donner un accroissement k assez petit pour que l'accrois- 
sement correspondant de la fonction y soit plus petit que 
toute quantité donnée, la fonction y est dite continue dans 
cet intervalle. 

5. — Soit par exemple la fonction y définie par la 
relation (2). Donnons à ie un accroissement k, y prend 
un accroissement correspondant : 

k=a(x-{-hy'^b(x-\-h)~\-c — (ax^ -|- ''^ + f^): 
ou, en développant : 

k = h(Uw-\-b-\-li). 
Soit M la plus grande des valeurs que prend le fact«ur 
^ ax -\- b -{-h, abstraction faite du signe, quand h varie 
entre zéro et un nombre donné hi- Si l'on veut que k soit 
plus petit qu'une quantité donnée e, il suffit que l'on ait, 
cnvaleur absolue : 

M < £, d'où h <-^, 

ce qui démontre la continuité de la fonction. 
La démonstration serait absolument la même pour un 
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F0NCTIO?iS ET VARIABLES. 3 

polynôme entier en x de degré quelconque. Nous pouvons 
donc formuler le théorème suivant. 

Théorème, — Tout polynôme entier en Ti. est une fonc- 
tion continue de cette mriable, pour toute valeur de x. 

6. — Soit encore la fonction définie par l'équation (4) : 
__ ax^'\-bX'\-c 
■' ^'a'x^-^b'x-j-c' 

Je dis que si le dénominateur ne s'annule pour aucune 

valeur de x comprise entre deux valeurs données a et p, 

la fonction est continue dans cet intervalle. 

En effet, en se servant de la même notation, on trouve : 

___ a (a^-f ftf -{-&(a;-J-/i)-)-e aar^ + to+c 

~ a'{x-\-hy-{-b'(x-\-h)~\-c' «'œ'+d'œ + c'' 

ou, en réduisant au même dénominateur ; 

_ la (a + fi)' + bj/c + h) + c] |a'j;' + yj + e'| - |na' + ta; + e| |o' (a + ft)' + 6* (I + fe) 4 

la- (a + ft|5 + b'{x-\-hj + C-] la'x' + fa; + Cl 

Le numérateur s'annule pour h = 0, puisqu'il se com- 
pose alors de deux termes égaux et de signes contraires. 
Donc, d'après un théorème connuS il est divisible 
par k. Désignons par Q le quotient de la division par h du 
numérateur, par D le dénominateur : 



=;.i 



&ixetx-^h sont compris entre a et p, le dénomina- 
teur D ne s'annule pas par hypothèse. Soit M la plus 

grande valeur, abstraction faite du signe que prend n 

quand xetx-\-h prennent toutes les valeurs qu'on vou- 
dra, entre les limites a et p ; si l'on veut que k soit plus 
petit qu'une quantité donnée e, il suffit, comme précé- 
demment, que l'on ait ftM < r, ou h < jr;* 

1. Vuir nos Eléments d'aUjébn, 5' ûd,, n° 81. 
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1 ALGÈBRE. 

La démonstralioD serait exactement (a même si y était 
«ne fraction rationnelle en x, dont le numérateur et 
le dénominateur fussent de degrés quelconques. D'oi!i 
l'énoncé suivant. 

Tbéorëme. — Toute fraction ratiotmelle en x est une 
fonction continue de cette variable, dans tout intervalle 
qui ne renferme aucune racine du dénominateur. 

7. — Mais il n'en est plus de même dans un intervalle 
comprenant au moins une racine du dénominateur. 
Soit par exemple la fonction 

^" (Dix-i) ' 
Elle est infinie pour les va]eursa; = 0, ir = l, qui an- 
nulent le dénominateur et non le numérateur. Donc, si ce, 
à partir de l'une ou l'autre de ces valeurs, prend un 
accroissement quelconque h, l'accroissement correspon- 
dant de y est infini. La fonction n'est donc pas continue 
pour x=^0, ni pour w=^i. 
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CHAPITRE II 



DÉFINITION DES COORDONNEES. EQUATION D'UN 
LIEU GÉOMÉTRIQUE 



8. — Abscisse et ordonnée d'un point. — Soit, dans 
un plan, deux axes indéfinis x'x, y'y (fig. 1), dont les 
directions positives sont x'x, y'y; nous les appellerons 
respectivement axe des x, ou des abscisses, et axe des y, 
ou des ordonnées. Leur point d'intersection s'appelle 
l'origine. Ces axes servent à déter- 
miner la position d'un point du 
plan. 

Soit en effet M un tel point. 
Menons les parallèles MQ à l'axe 
des X, MP à l'axe des y, jusqu'à ' 
la rencontre des axes. Les seg- 
ments dirigés OP, OQ {ou PM) 
sont dits l'un l'a; ou l'abscisse, 
l'autre l'y ou l'ordonnée du point 
M; et ces deux segments sont les ,^,g_ ) 

deux coordonnées du point M. li 
est évident que tout point du plan a deux coordonnées 
déterminées, et que réciproquement deux coordonnées 
données définissent un point du plan et un seul. 

Un point M, M'" a ses deux coordonnées positives ou 
négatives suivant qu'il est situé dans l'angle yOx ou 
dans l'angle y'Qx'. Un point M', M" a son abscisse posi- 
tive et son ordonnée négative, ou son abscisse négative 
et son ordonnée positive, suivant qu'il est dans l'angle 
y'Ox ou dans l'angle yOx'. 







y 
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Un point P situé sur l'axe des x a son ordonnée nulle. 
Un point Q situé sur l'axe des y a son abscisse nulle. 
L'origine a ses deux coordonnées nulles, 

9. — Coordonnées rectangulaires. — Les axes des 
coordonnées peuvent se couper sous un angle quel- 
conque. S'ils se coupent à angle droit, on dit que les 
coordonnées sont rectangulaires. 

10. — Équation d'une courbe. — Supposons mainte- 
nant que le point M (flg. 2) décrive une courbe quel- 
conque. A mesure qu'il prend les positions successives 
M, M', M", son X prend dilKrenîea valeurs ON, ON', ON", 



9 
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et en même temps son y prend les valeurs correspon- 
dantes NM, N'M', N"M". La coordonnée y d'un point de 
la courbe dépend de la coordonnée x, en d'autres termes 
est fonction de x. On peut dire également que x est 
fonction de )/, La dépendance qui existe entre l'ieetr^ 
d'un point de la courbe s'exprime par une équation entre 
a; et y, qui s'appelle l'équation de la courhe. 

Si, par exemple, la courbe est un cercle de rayon r 
(fig. 3) ayant pour centre l'origine, le théorème de Pytha- 
gore, si les coordonnées sont rectangulaires, donne la 
relation 

on' -I- ni' = ôm', 

ou x^ -]-- y^ = r-. 
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COOROONNEriS. 7 

Telle est l'équation d'un cercle ayant l'origine pour 
centre. 

II. — Représentation d'une fonction par une courbe, 
— Réciproquement toute équation entre x et y corres- 
pond à un lieu géométrique. Concevons en effet que 
l'équation soit résolue par rapport à y\ cette dernière 
quantité est donc donnée en fonction de x. Nous suppo- 
serons, comme condition essentiette, que cette fonclion 
soit continue, sauf, du moins, pour certaines valeurs 
particulières àQX. 

Alors, si l'on donne à x (fig. 2) les valeurs voisines 
ON, ON', ON", y prend pour chacune d'elles une valeur 
qu'on porte en NM, N'M', N"M", sur des parallèles à l'axe 
des y menées par les points N, N', N", en sorle qu'à 
chaque valeur de x correspond un point M, D'après 
l'hypothèse de la continuité de la fonction, quand x croit 
par degrés de plus en plus petits, y varie par degrés 
aussi petits qu'on veut. Il eu résulte que, si le pied N 
de l'ordonnée passe d'une manière continue d'une posi- 
tion à une autre, le point M décrit un arc continu. 

Si l'on fait passer x par tous les états de grandeur, en 
exceptant, s'il y a lieu, ceux pour lesquels y serait ima- 
ginaire, le point M décrit un lieu géométrique, représen- 
tatif de la fonction donnée. 

Tel est le principe de la géométrie analytique, qui a 
ftiit de l'algèbre et de la géométrie une seule et même 
science, et a puissamment contribué aux progrès de l'une 
et de l'autre. Cette conception est duc au philosophe 
Descartes. 
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CHAPITRE III 

ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ 

12. — Cherchons quel est le lieu géométrique repré- 
senté par l'équation du premier degré, qui est en général: 
as:-\-by-\-c = 0. (1) 

Le cas le plus simple est celui où le coefficient de l'une 
des coordonnées x, y est nul. Supposons, par exemple, 
a = 0. Alors b n'est pas nul, sans quoi il n'y aurait plus 
d'équation, et l'on peut écrire: 



le second membre étant une quantité quelconque, 
positive ou négative. Le lieu cherché est donc celui des 
points dont l'ordonnée a une 
valeur fixe; il n'est autre qu'une 
parallèle RS à l'axe des ce, menée 
par le point Q de l'axe des y 
dont l'ordonnée OQ est égaie à 

— T (flg. 4). En particulier, 

si ^ 0, l'équation se réduit 

à y =: et représente l'axe des a;. 
'''"■ *■ De même, si le coefficient b 

de y dans l'équation (1) est nul, l'équation devient : 





y 

Q S 









X 
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ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ. 9 

el représente une parallèleTU à l'axe des y (fig. 5), menée 
par le point P de l'axe des x dont l'abscisse est — — En 



- ^: 0, l'équation 
: et représente 



particulier, s 

se réduit à a, 
l'axe des ^. 



i'S. — Supposons maintenant 
qu'aucun des coefflcienls d et t 
ne soit nul : l'équation (1), réso- 
lue par rapport à y, prend la 
forme 
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que nous écrirons plus simplement : 

y ^= mx -\- n, 



(2) 



m et « désignant des constantes. 

Nous ferons d'abord abstraction de îi,et nous construi- 
rons le lieu représenté par l'équation 

y==zinx. (3) 

Soit M, H' deux points du lieu, leurs coordonnées 
Of=^x, PM=);,OP'^ie', P'M' = ^'. Suivant que x el x' 
sont de même signe (flg. 6 et 8), ou de signes contraires 
(ftg. 7 et 9), y et y' sont aussi de même signe ou de signes 
contraires d'après l'équation (3). Dans les deux cas, tes 
angles OPM, OP'H' sont égaux, soit comme correspon- 
dants, soit comme alternes internes par rapport aux paral- 
lèles PM, P'M' et à la sécante x'x. D'ailleurs - = ^ = m. 

' se x' 

Donc les triangles OPM, OP'M' sont semblables comme 
ayant un angle égal en P, P', compris entre côtés propor- 
tionnels. Il en résulte que les angles MOP, M'OP' sont 
égaux, et que les droites OM, OM' suivent la même direc- 
tion ou sont dans le prolongement l'une de l'autre. Ainsi 
deux points quelconques du lieu sont sur une même droite 
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indéfinie z passant par l'origine, et cette droite est le lieu 
cherché. 



14, ~ II importo d'observer que si m est positif, x et 
y sont de même signe, et la droite z est dans les angles 




yOx, y'Ox' (iig. 6 et 7); si m est négatif, x &t y sont de 
signes contraires et la droite z est dans les angles ^Oa;', 
y'Ox (flg. 8 et 9). 
Après avoir établi le lieu représenté par l'équation (3), 




pour en déduire celui que représente l'équation (2), il 
suffit d'ajouter algébriquement aux ordonnées des points 
de la droite z la longueurflxeMMi^^ Jî{fig. 10), et le lieu 
du point Mj est le lieu cherché. C'est évidemment une 
droite Zi parallèle à z. 
Nous sommes donc parvenus à cette conclusion : 
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ÉQUATION DE H DROITE. 

Théorème. — Toute équation du pn 
sente une droite. 



■lier degré repré- 



15. ~ Kéci 'proqmmènl toute droite est représentée par 
une équation dic premier degré. 

D'abord une droite parallèle à l'axe des xouk l'axe des y 
se représente évidemment par une équation de forme 

Supposons en second lieu une droite z qui passe par 
l'origine et ne soit parallèle à aucun des axes. 



J. 


a 




X 


X F 
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4: 
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> ^^ 


o"^ 
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/^ 


^ 
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10. 








Flu. 


11. 







Soit OP =:iP, PM=:y les coordonnées d'un quelconque 
de ses points (ftg. \^). Lorsque le point M se déplace sur 
la dpoile, d'un côté ou de l'autre de l'origine, le triangle 
OPM reste toujours semblable à lui-môme, puisque ses 

angles sont invariables. Donc le rapport ^ reste inva- 
riable en valeur absolue. Mais sa valeur algébrique ne 
change pas non plus, puisque deux points M, M', pris sur 
la droite de part et d'autre de l'origine, ont des abscisses 
de signes contraires et des ordonnées aussi de signes 
contraires. Donc l'équation d'une droite z passant par 

l'origine esl^=m, ou y — inx. 

Enfin coilsidérons une droite quelconque Si (fig. 10). 
Par l'origine menons-lui une parallèle s. L'équation de 
cette dernière est y=^mx. D'ailleurs l'ordonnée d'un 
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point quelconque Mi de la première est égale à l'ordonnée 
du point M de la seconde qui a même abscisse, plus une 
longueur fixe MMi égale au segment OL intercepté sur 
l'axe des y entre les deux droites, et que nous désignerons 
par n. Ainsi l'équation de la droite Zi est : 

16. — Nombre des coeiîicients dans l'équation géné- 
rale de la droite. — Dans l'équation générale de la 
droite mise sous la forme (1) entrent trois coefficients a, 
h, c. Mais comme on peut diviser l'équation par l'un 
d'entre eux, l'équation ne dépend que des rapports de 
deux d'entre ces coefficients au troisième, c'est-à-dire en 
réalité de deux coefficients, 

Ils sont en évidence dans l'équation mise sous la 
forme 

y=mx-\-n. 

De là résulte qu'une droite est déterminée par deux 
conditions. 

17. — Coefficient angulaire. Ordonnée à l'origine. — 

Les constantes m et w de l'équation précédente s'appellent 
l'une le coefficient angulaire, l'autre Vordonnée à l'ori- 
gine. Leur signification résulte de la démonstration pré- 
cédente, savoir : 

Le coefficient angulaire d'une droite est le rapport 
entre l'ordonnée et l'abscisse d'un point quelconque pris 
sur la parallèle menée à la droite par l'origine. 

En d'autres termes, le coefficient angulaire est le rap- 
port entre l'ordonnée O'P' et l'abscisse P'M' de l'un quel- 
conque de ses points M' (fig. 12), par rapport à des axes 
menés parallèlement aux axes primitifs par un quel- 
conque de ses points 0'. Car, d'après la similitude des 

PM P'M' 
'.riangles OPM, O'P'M', les rapports j=rp! ^^7^7 sont égaux 

en valeur absolue, et ils sont d'ailleurs de même signe. 

Le coefficient angulaire est nul lorsque la droite est 
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ÉÛIIATIÛD DE LA DROITK. 13 

parallèle à l'axe des x, il tend vers l'infini lorsque la 
droite tend à Être parallèle à l'axe des y. 

18. — L'ordonnée à l'origine est l'ordonnée du point 
de la droite dont l'abscisse est nulle. 

Une droile est déterminée par son coefficient angulaire 
et par son ordonnée à l'origine. 

19. — Nous désignerons comme angle d'une droite 2i 
avec l'axe des a; l'angle soOz dont il faut faire tourner la 
partie positive de l'axe des x autour de l'origine, dans le 
sens xyx', pour l'amener sur une parallèle 2 à la droite. 
Cet angle peut prendre toutes les valeurs de zéro à 
180 degrés (fig. -12 6113). 

20. — Dans le cas oii les coordonnées sont rectan- 
gulaires, le coefficient angulaire d'une droite est la tan- 
gente trigonomélrique de l'angle qu'elle fait avec l'axe 
des X. 

En effet soit OP, PM l'abscisse et l'ordonnée d'un 
point de la droite 2. Si l'angle scOz est aigu (flg. 12), le 

PM 
rapport positif -^ ou m est la tangente de l'angle leOz ; 

si (jet angle est obtus {fig. 13), ce même rapport repré- 




sente en valeur absolue la tangente de l'angle ic'Oz,raais 
il est négatif, et par conséquent égal à la tangente de 
l'angle obtus supplémentaire xOz. 
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21. — Construction d'une droite d'après son équa- 
tion. — Soit rétjuation d'une droite : 

Faisons «=^0, il vient y^^ — j : c'est l'ordonnée à l'ori- 
gine. Faisons)/ — 0, il vient x — 1 a' est l'abscisse à 

l'origine, ou celle du point dont l'ordonnée est nulle. On 
construit donc deux points B, A de la droite en portant 

sur les axes les longueurs 0B = — j-i 0A=: — ^jC^S- ^^)> 

et il ne reste plus qu'à mener la droite indéfinie AB. 



FiG. 14. 



22. — ExEJiPLii. — Soit l'équation 

En faisant a; = 0, on trouve OB — 3 ; en faisant y — 0, on 
trouve OA =; ~ 4, d'où la figure 14. 

23. — Toutefois, si la quantité c = 0, et si par consé- 
quent l'équation est de forme 

ax-\-by=0, 

l'ordonnée et l'abscisse à l'origine sont nulles, et ce pro- 
cédé ne fait connaître qu'un seul point de !a droite, qui 
est l'origine. Dans ce cas on donne à x une valeur arbi- 
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ÉQUATION i)E LA DROITE. 15 

traire et l'on en déduitune valeur correspondante de y. On 
a ainsi les coordonnées d'un second point de la droite. 
Exemple. — Soit l'équation 

3x + 1y = 0. 
En faisant a; — -1, on trouve y = ~ =■ Telles sont les 

coordonnées d'un point A de la droite (fig. 15) qui, avec 
l'origine, la détermine. 

24. — Autre forme de l'équation d'une droite. — 
Proposons-nous de former l'équation d'une droite, con- 
naissant l'ordonnée à l'origine p, et l'abscisse à l'origine a, 
segments représentés dans la figure 14 par OB et OA. 
En écrivant l'équation de la droite sous la forme 

ax+by+c^O, 
nous venons de trouver : 

n _^ _^£ ^ "1 ff__l 

Divisons par c, nous obtenons : 

OU --J-i = l. 
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CHAPITRE IV 

NOTIONS SUR LES DÉOIVÉES 

Frîncîpes sur les limites. 

25. — Définition. — Lorsqu'une suite indéfinie de 
nombres u», uj,... u„... est telle que la différence entre 
l'un d'eux ii„ et un nombre fixe L devient plus petite que 
toute quantité donnée à mesure que n croit, on dit que 
ces nombres ont L pour limite, ou tendent vers L. 

26. — Exemple I. — Considérons Sa suite des nombres 

représentés par la formule Wn—i-j--, où n désigne 

successivement les nombres 1,2, 3... La différence m„ — 1, 

I 
qui est -) devient plus petite que toute quantité donnée à 

mesure que n croît. Ils ont donc 1 pour limite. 

27. — Exemple IL — La somme des n premiers termes 
d'une progression géométrique décroissante, dont le 
premier terme est a et la raison q, est ' : 

j, _a aq" 

-"i — q^i—q' 

La différence S —-, ; qui est — ; — —j devient plus 

1—^ ^ 1 —q ^ 

1. Voir nos ÉUmenU d'algèbre, 5' Éd., a' 24-5- 
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NOTIONS SUR LES DÉRIVÉES. 17 

petite que toute quantité donnée quand u croit indéfini- 
ment. S a donc pour limite -j— - — 

28. — Théorème. — Lorsque plusieurs quantités, en 
nombre fini, tendent respectivement vers certaines limites, 
la limite de leur somme est égale à la somme de ces 
limites. 

Soit par exemple trois quantités u, v, w, qui tendent 
vers les limites L, L', L". On peut les représenter par 
L -j- ï, L' -|- e', L" -[- e"i en désignant par z, e', e" des 
quantités qui deviennent plus petites que toute quan- 
tité donnée. Ainsi la somme u -\~ v-\-iv est égale à 
L-|-L'-T-L"-f-' + s' + ï".II est évident que t-\- z' -f-s" 
devient plus petit aussi que toute quantité donnée. Ainsi 

\ini{u + v-\-w) = L-^L'-\-l"- 

29. — Corollaire, -^ Lorsque deux quantités données 
tendent respectivement vers des limites déterminées, 
leur différence tend vers la différence des limites. Cette 
proposition est un cas particulier de la précédente, 
puisqu'une différence est une somme algébrique. 

30. — Théorème. — Lorsque plusieurs quantités 
données, en nombre fini, tendent vers certaines limites, 
leur produit a pour limite le produit de ces limites. 

En effet, le produit des trois quantités considérées 
dans le théorème précédent est (m-{-s) (c+^O {"'4'^")' 
En le développant, on voit qu'il se met sous la formule 
uvw-{-h,li étant une somme de termes, en quantité 
finie, qui contiennent tous en facteur au moins l'une des 
quantités £,£',£". Chf^que terme de A devient plus petit 
que toute quantité donnée, et il en est de même de leur 
somme. 

31. — Théorème. — Lorsque deux quantités tendent 
vers certaines limites, leur quotient a pour limite le quo- 
tient de ces limites. 

En effet, soit « et i; deux quantités qui tendent vers 
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18 ALGÈBRE. 

certaines limites, Q leur quotient. De i'égalité m = 
tire, d'après le théorème précédent : 

lim u= lim v X Hm Q, 

dou lira Q^ -. 

lim V 
C.Q.F.D. 



d'une fonction. 

32. — Définition. — Considérons d'abord une fonction 
très simple î/:=^3;'. Si l'on donne à œ un accroissement 
quelconque /;, la fonction prend la valeur (x-{-h) ^, et son 
accroissement est donné par la formule 



Divisons par h : 






: %X-\-h. 



Cette limite s'appelle la fonction dérivée où simplement 
la dérivée de y. 

En général, la dérivée d'une fonction est la limite vers 
laquelle tend le rapport de l'accroissement de la fonction 
à l'accroissement de la variable lorsque ce dernier tend 
vers zéro. 

Il peut arriver que, pour certaines valeurs de la va- 
riable, le rapport de l'accroissement de la fonction à celui 
de la variable ne tende pas vers une limite déterminée 
lorsque Taccroissement de la variable tend vers zéro ; 
pour ces valeurs, la fonction n'a pas de dérivée. 

33. — Lorsqu'une fonction est désignée par y, sa déri- 
vée se représente par j)'. Souvent aussi on représente 
une fonction de a? par la notation f(x). Sa dérivée se 
représente alors parla notation f'(x). 
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NOTIONS SUR LES DÉRIVÉES. 



la 



3i. — Interprétation géométrique de la dérivée. — 
Imaginons qu'on ait tracé la courbe représentative de la 
fonction 

supposée continue dans un intervalle donné. Soit (flg. 16) 
OP = ir l'abscisse, PM =^ y Pordonnée d'un point de la 
courbe, x étant compris dans 
les limites de )a continuité. 
Donnons à !c un petit accrois- 
sement PP'— A, et supposons 
que Pordonnée correspondant 
à l'abscisse x-\-h soit P' M', que 
nous désignerons par ^ "-J- ^■ 
Menons la parallèle MQ à l'axe 
des m, QM' est égal à k, et le 

rapport r est le coefficient an- 
gulaire de la sécante MM'.Fai- 
sonsmaintenanttendreftvers zéro, la sécante MM' tend vers 

la tangente au point M, le rapport -r vers la dérivée /"'(le). 

Donc la dérivée d'une fonction est le coefficient angulaire 
de la tangente à la courbe représentative. 




Dans le cas où les coordonnées sont rectangulaires, la 
dérivée est la tangente trigonométrique de l'angle que 
fait la tangente avec l'axe des x. 
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m ALGËISRE. 

Quels que soient les axes, si la dérivée est nulle, la 
tangente à la courbe est parallèle à l'axe des x (fig. 17) ; 
si la dérivée est infinie, la tangente est parallèle à l'axe 
des y (fig. 18). — Voir en effet n° 17. 

35. — Remarque I. — Si la fonction se réduit à une 
guatitité constante, la dérivée est nulle. Car l'accroisse- 
ment k de la fonction étant constamment nul, le rapport 

~ est nul, et il en est de même de sa limite. 

Dans ce cas la courbe représentative de la fonction se 
réduit à une droite parallèle à l'axe des x. 

Remarque II. — Réciproquement toute fonction dont la 
dérivée est constamment nulle, se réduit à une comtante. 

Car la tangente à la courbe représentative est constam- 
ment parallèle à l'axe des x. Cette courbe doit donc se 
réduire à une droite parallèle à l'axe des x. 

36. — Dérivées de différents ordres, — On appelle 
dérivée seconde d'une fonction la dérivée de sa dérivée, 
dérivée troisième la dérivée de la dérivée seconde, et 
ainsi de suite. Les dérivées seconde, troisième, etc., de 
y se représentent par y", y"', etc. 
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CHAPITRE V 

NOTIONS SUR LE CALCUL DES DÉRIVÉES 



37. — Dérivée d'une somme, — La dérivée d'une 
somme de plusieurs fonctions est égale à la somme des 
dérivées de ces fonctions. 

Soft en effet la fonction 

M, V, vj étant des fonctions de x. Si l'on donne à a; un 
accroissement Ax, u, v, w, y prennent respectivement 
des accroissements que nous représenterons par Au, Av, 
Aw, Ay. Il en résulte : 

Ay — Aîl -{-Av-\- Atv, 
et en divisant par àx : 

Atc Ax ' 

Faisons décroîîreindéfinimentAx, ces rapports tendent 
vers les dérivées des fonctions y, u, v, w. Donc 
y' = u'-\-v'-\-w'. 
C.Q.F.D. 

Si la fonction tv, par exemple, se réduit à une con- 
stante, sa dérivée est nulle, alors 



r, ' A^ ~ A 



38. — Dérivée d'une différence. — La dérivée de la 
différence de deux fonctions est égale à la différence de 
leurs dérivées. 

Soit y = u—v. 
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2 ALGÈBRE. 

En adoplaiit la même notation, on trouve : 

Ay Au Av 

Ax àx Ax 
!t, en passant à la limite : 



Corollaire. — Deux fonctions qui ont même dérivée 
pour toutes les valeurs de la variable ne ditTèrent que par 
une constante. 

En effet, la dérivée de leur différence, étant égale à la 
différence de leurs dérivées, se réduit à zéro. Donc la 
différence des fonctions est constante (n° 35). 

39. — Dérivée d'un produit. — La dérivée du produit 
d'une fonction parune constante est égale au produit de 
la dérivée de la fonction par la constante. 

Soit y = au, a étant une constante. On a évidemment: 

y-]-Ay = a{u-\-Au), 

d'où, par soustraction, Ay:^aAu, et en divisant par Ax : 

Ay Au 

Ax'~' Ax 
En passant à la limite, on trouve donc y' := au'. 

40. — La dérivée d'un pj'oduit de deux fonctions est 
égale à la somme des produits obtenus en multipliant la 
dérivée de chaque fadeur par Vautre facteur. 

Soit y = uv. On en déduit : 

y-\-Ay^(u-i-Au) (w-j-At-), 

Développons le second membre, et soustrayons la pre- 
mière égalité de la seconde : 

Ay =i vAu-\-UAv -f- Au. Av. 

Divisons'par Ax : 

Ay Au , Av , Au , 

~^=zV \-U \-- — A!)' 

Ax Ax ' A:d ' Ax 
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CALCUL DES DÉRIVÉES. 



Ax ÙlX AX 
tendent vers y', u', v' ; le dernier terme de cette équation 

est un produit de deux facteurs dont le premier — tend 

vers m', quantité que nous supposons finie, et dont le se- 
cond A.V tond vers zéro. Ce terme tend donc lui-même vers 
zéro, et l'on trouve : 



C.Q.F.D. 

41. — La dérivée d'un produit de plmieurs fadeurs 
est égale à la somme des produits obtenus en multipliant 
la dérivée de chacun des facteurs par le produit de tous 
les autres. 

Soit d'abord un produit de trois facteurs î 

y = u vw. 
Ce produit peut être considéré comme produit de deux 
facteurs, uv et w. D'après la règle précédente, en dési- 
gnant par (uv)' la dérivée de uv, on peut écrire ; 

y'^w{uvy+uvw', 

et en remplaçant (uv)' par sa valeur vu'-j- uv' : 

y' = u'vw-{-v'uw-\-v}'uv. 

On passe de même de la dérivée d'un produit de trois 

facteurs à la dérivée d'un produit de quatre, et ainsi de 

suite. 

42. — Dérivée d'une puissance. — Soit ^ = m"", m étant 
un nombre entier et positif. Le second membre est le pro- 
duit de m facteurs égaux à u. D'après la règle précédente, 
la dérivée de ce produit se trouve en prenant la dérivée 
u' de chaque facteur, en la multipliant par le produit de 
tous les autres, W""', et en ajoutant tous les produits 
ainsi obtenus. Or ils sont tous égaux, et leur nombre est 
m. Donc la dérivée de u"" est : 

y' = mu"'~^u'. 
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En particulier, si îi^x, on a u'=:i. Donc la dérivée 
de X'"- est mx'""^. Par exemple la dérivée de x^ est 2i», 
celle de x' est Sx^, etc. 

A3. — Dérivée d'un quotient, — La dérivée du quo- 
tient de deux fonctions est une fraction dont le numéra- 
teur est égal à la dérivée du numérateur multîpHée par le 
dénominateur, moins la dérivée du dénominateur multi' 
pliée par le numérateur, et dont le dénominateur est le 
carré du dénominateur du quotient donné. 

Soit 



On en déduit : 

, , u4~Au 
■' ' " V -\- Av 
d'où, par soustraction : 

__ u-[~Au u 

^ ~ ï' + Ao T;' 

Réduisons au même dénominateur dan; 
membre : 

^~ viv + Av)' 
Divisons par Ax : 



Aj/ Ax 



Ax v{v-\~ Av) 

, . 1 . ' Ail Au Av . -, . 1,1 

Aœ tendant vers zerOî t^j-t— j-i— tendent vers u, u', «, 

Ax Ax Ax 
le dénominateur tend vers v^ puisque Af tend vers zéro. 
Donc 
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En particulier, si u est une constante, sa dérivée est 
nulle, et Ton trouve : 



Exemple. — Soif la fonction 

ax^-^-bx-^ c 

^ ffl V -)- l>'x -\- c' 
Ici u = ax^-\-bx-{-c, v^^^^a'x^-j-b'x-^c'. Formons, 
d'abord les dérivées de m et de v. Puisque u est une- 
somme de trois termes, dont le dernier est une con- 
stante, sa dérivée (n" 37) est la somme des dérivées des 
deux premiers. La dérivée de ax^ (n' 39) est égale au 
produit de la constante a par la dérivée de œ', qui est âar 
{n° 42). La dérivée de èx est égale au produit de 6 par la 
dérivée de x, qui est l'unité. Donc 
u' = %ax-\-b. 
De même v'=--'^a'x -f ^'• 

D'après la formule de la dérivée d'un quotient (n" 13)^ 
a'x^'}-¥s;-i~c'){^ax-\-b)—(ax^-\-bx-\-c}{'2a'X'\'b') , 
{a'x^+b'x-\-cr 
ou, en effectuant le numérateur: 



y'=^ 



,_ (ab'— l>a')x^-\-2(ac'~ ca')x-]-bc' — cV 
^ ~ (a'3}^-\-b'x-\-c'f 

44. — Dérivée d'une racine carrée. — La dérivée de la 
racine carrée d'une fonction est égale au rapport de la 
dérivée de la fonction au double du radical. 

Soit y — \fû, d'où y^=^u. Égalons les dérivées des deux 
membres, puisque deux fonctions égales ont évidemment 
même dérivée : 

d'où 

C.Q.F.D. 

POBCHON. — Compl. alg. et géoni. 2 
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Exemple. — SoU 





y~ylax'-\-'. 


i})x-\-c. 




formule 


précédente donne : 






y'. 


■2aa!+26 


a-x 


+ 6 


^s!ax"--irhx-\-c 


\/rta;^+6x' + c 
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CHAPITRE VI 

VARIATION DES FONCTIONS 



45. — Fonctions croissanteset décroissantes. — Une 
fonction continue f(x) est dite croissante ou décrois- 
sante entre deux limites a et p suivant que f{x-\-h) — f{x) 
est constamment du même signe que h, ou constamment 
de signe contraire à fe, ic et x-^h désignant des valeurs 
de la variable comprises entre « et p. 

En d'autres termes, une fonction croissante croit et 
décroit en même temps que la variable, une fonction 
décroissante décroit quand la variable croît, et inverse- 
ment. 

46. — Exemples. — La fonction y^x'^ est croissante 
pour toute valeur positive de x. 

\ 
La fonction !/ — - est décroissante tant que x est 

positif; elle l'est aussi tant que x est négatif, car la dif- 
férence — r-r = — ; — r-r; est de signe contraire à 

w~\-k X x{x-\-h) ^ 

hsix eta^-j-A sont de même signe. La fonction éprouve 
une discontinuité pour ir=0; il n'y a donc pas lieu de 
supposer x et x-\-h de signes contraires. 

47. — Maximum et minimum. — Une fonction f(x), 
continue dans un certain intervalle, atteint un maximum 
pour une valeur a; ^= a comprise dans cet intervalle, quand 
la différence f(a-\-h) — f(a) est négative quel que soit le 
signe de h, cette dernière quantité étant supposée très 
petite. 
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Dans les mêmes conditions, une fonction atteint un 
minimum 'pour ic — a quand la différence f (ce -j-ft)—/' (a) 
est positive quel que soit le signe de l'accroissement très 
petit fe. 

48. — Exemples. — La fonction 

atteint un maximum pour x =; 1. En effet /(l) = 2, 
f(i + h) ^ 2 — /[', d'où /■(! + h) — f(i) = — h% quantité 
négative quel que soit h. 
La fonction 

atteint un minimum pour x^i. En effet f(i)=^'i, 
f(i-\-h) = 'ifh'ii-\-h},d'oùf(i~\-h)—f{i) = h'ii-^h). 
Cette quantité est positive quel que soit le signe de h, 
pourvu que h soit plus petit que 1 en valeur absolue. 

49, — Théorème. — Si une fonction, continue dans un 
certain intervalle, est constammsnt croissante ou con- 
stamment décroissante dans cet intervalle, sa dérivée est, 
dans le premier cas, consta^nment positive ou nulle, dans 
le second, constamment négative ou nulle. 

En effet, x elx-\-h étant des valeurs de la variable 
comprises dans l'intervalle considéré, f{x-\-h) — f(x) 
est, dans le premier cas, de même signe que h. Donc le 

rapport ' ■ . — '-^ est constamment positif, et sa 

limite, quand h tend vers zéro, est toujours positive ou 
nulle. On voit de même que, dans le second cas, elle est 
toujours négative ou nulle. 

Si l'on pose y= f{x), et que l'on construise, en coor- 
données rectangulaires, la courbe représentée par cette 
équation, suivant que l'ordonnée est croissante ou dé- 
croissante (lîg, 19 et 20), la tangente à la courbe fait avec 
l'axe des x un angle compris entre zéro et 90 degrés, ou 
entre 90 et 180 degrés. Cela résulte du théorème précé- 
dent et de la signilScation géométrique de la dérivée. 
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50. — Théorème. — 5î une fonction a sa dérivée 
constamment positive, ou constamment négative pour 
toute valeur de la variable comprise entre deux limites 
a et p, la fonction est constamment croissante ou con- 
stamment décroissante , pour toutes ces valeurs de la 
variable. 

En efFet supposons la dérivée constamment positive 
dans l'intervalle considéré : la fonction ne peut être 
décroissante pour aucune des valeurs de la variable, 
puisque alors sa dérivée serait négative ou nulle (n" 49). 
Elle ne peut non plus être constante dans une partie de 
l'intervalle considéré, puisque sa dérivée serait nulle dans 
tout cet intervalle {n" 35), Donc elle est constamment 
croissante. 

La démonstration est la même dans le cas où la dérivée 
est constamment négative. 

51. — Remarque. — Le théorème subsiste si la dérivée 
s'annule sans changer de signe, pour certaines valeurs 
particulières de la variable. Car, si cette dérivée est 
positive par exemple, quand a; varie entre a et p, sauf 
qu'elle est nulle pour une valeur k Ae x comprise entre 
ces limites, elle est positive de « à fe — t, etdeÈ-|-e à 
p, E désignant une quantité positive aussi petite que l'on 
voudra. Donc la fonction est croissante de « à i— e, et 
aussi de fe + e à p. En faisant tendre s vers zéro, on voit 
que la fonction est croissante de a à &, et aussi de A à p ; 
donc elle est croissante de a à p. 

52. — Le théorème précédent est important, puisqu'il 
fait connaître, d'après le signe de ta dérivée, si une 
fonction est croissante ou décroissante dans un intervalle 
donné. Son interprétation géométrique est très simple. 
En supposant par exemple les coordonnées rectangu- 
laires, l'ordonnée de la courbe représentée par l'équa- 
tion y=f{x) est croissante en un point A (fig. 19) où la 
tangente fait un angle aigu avec l'axe Oa^, décroissante 
en un point E où la tangente fait un angle obtus avec 
le même axe. 

Il reste à esarainer le cas où la dérivée est nulle. 
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Maximum et ininim,uin. 



53. — Théorème. ~ 1- Si une fonction f (x), continue 
ainsi que sa dérivée entre deux valeurs a et ^ de la 
variable, atteint un maximum ou un mimimdh pour une 
valeur k de la variable comprise entre ces limites, la 
dérivée change de signe en passant par zéro quand k 
traverse la valeur k. 

2° Dans le cas du maximum, la dérivée passe du positif 
au négatif quand x en croissant traverse la valeur k; 
dans le cas du minimum, le changement de signe de la 
dérivée est du négatif au positif . 

3= Réciproquement, dans les mêmes hypothèses, si la 
dérivée s'annule en changeant de signe quand x passe par 
la valeur k, la fonction atteint pour cette valeur «« 
MAXIMUM ou un MINIMUM, suivant que la dérivée passe du 
négatif au positif ou inversement. 
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En effet, si la fonction atteint un maximum^ pour x=^'k, 
valeur représentée par OD dans la figure 19, la fonction est 
croissante lorsque x est un peu inférieur à k, décroissante 
lorsque x est un peu supérieur à k. Donc sa dérivée 
devient, de positive, négative quand x en croissant 
franchit la valeur k ; et, puisque cette dérivée est continue, 
elle ne peut changer de signe qu'en passant par zéro. 

Deniêrae,silafonctiQ.nprésenteunmmmMmpour3î=ft, 
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valeur représentée par OD dans lafigure 20, cette fonction 
devient, de décroissante, croissante quand x francliit la 
valeur k par des valeurs croissantes. Donc la dérivée 
devient, de négative, positive en passant par zéro. 

Réciproquement, si la dérivée change de signe pour 
x=^k, la fonction devient, de croissante, décroissante ou 
inversement suivant que la dérivée passe du positif au 
négatif ou inversement. Il y a donc maximum dans le 
premier cas, minimum dans le second. 

54. — Remarque. — D'après le théorème précédent, 
lorsqu'une fonction est continue, ainsi que sa dérivée, 
dans un certain intervalle, les maxima et les Jninima 
compris dans cet intervalle ont tous lieu pour des 
valeurs de x qui annulent sa dérivée. Mais ces valeurs 
ne correspondent pas nécessairement toutes à un 
maximum ou à un minimum. Pour qu'il en soit ainsi de 
l'une d'elles fc, il faut que la dérivée change de signe 
quand x franchit la valeur k. 

En d'autres termes, les maxima et les minim.a de 
l'ordonnée, dans la courbe représentative, ont tous lieu 
en des points où la tangente est parallèle à l'axe des x ; 
mais il est possible que tel de 
ces points ne réponde ni à un 
maximum ni à un minimum. 

Si en effet la dérivée s'annule 
pour aï r= k, valeur représentée 
parOD dans la figure 21, mais 
ne change pas de signe, en 
sorte que par exemple ellesoit 
positive pour des valeurs OR .,. „, 

un peu plus petites que OD, 

ainsi que pour des valeurs OF un peu plus grandes, la 
fonction est constamment croissante de OB à OF, bien que 
la tangente au point C correspondant à l'abscisse k soit 
parallèle à i'axe des x. En un pareil point la tangente en G 
laisse de part et d'autre les deux arcs GA, CE, répondant 
respectivement à des abscisses un peu plus petites et un 
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peu plus grandes que k. On dit que la courbe a en C un 
point d'inflexion. 

De même, si la dérivée, nulle pour a; = fc, était con- 
stamment négative pour des valeurs un peu plus petites 
que k, ainsi que pour des valeurs un peu plus grandes, 
la fonction serait décroissante en C, et n'aurait pas de 
minimum en ce point. 

55. — Règle. — Pour trouver les MAxmi et les 
MiNiHA d'une fonction, compris dans un intervalle dans 
lequel la fonction est continue ainsi que sa dérivée, on 
égale la dérivée à zéro. Chaque racine de l'équation ainsi 
obtenue répond à un maximum ou à un minimum de la fonc- 
tion suivant que, x , traversant cette racine par des 
valeurs croissantes, la dérivée passe du positif au négatif 
ou inversement. Une racine pour laquelle la dérivée ne 
change pas de signe, ne répond ni à un maximum ni à un 

MINIMUM. 

Pour reconnaître si la dérivée change de signe quand 
X passe par une valeur k qui l'annule, on peut substi- 
tuer à X, dans la dérivée, fc^e et A+s, ^ désignant une 
quantité très potite, et chercher le signe de chaque 
résultat. On peut aussi former la dérivée seconde {n° 36) 
et chercher sa valeur pour a: = k. Si cette valeur est 
négative, la dérivée première est décroissante pour 
x^=Ii; puisqu'elle est nulle pour cette valeur, c'est 
qu'elle passe du positif au négatif : donc il y a maximum. 
On voit de même que, si la dérivée seconde est positive, il 
y a minimum. Enfin, si la dérivée seconde est nulle, il 
faut employer d'autres moyens, par exemple le précé- 
dent, pour voir si la dérivée première est croissante ou 
décroissante. C'est dans ce dernier cas seulement qu'il 
peut n'y avoir ni maximum ni minimum. 

Remarque. — La méthode précédente ne s'applique 
pas aux cas où la fonction, tout en étant continue dans 
un certain intervalle, aurait une dérivée discontinue pour 
certaines valeurs de la variable. Sij), 5 désignent de telles 
valeurs comprises dans un intervalle tiraité par a et'P, où 
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la fonction est continue, on étudie la fonction, au moyen 
des propriétés de la dérivée, entre les intervalles « et 
p — j^p_|_s et ^ ^Ej ? + E et p, E désignant une quantité 
positive très petite. Au reste, celte particularité ne se 
présente pas dans les fonctions simples que nous nous 
proposons d'étudier. 

56. — Maximum et minimum relatifs et ahsolus. — 
Les développements qui précèdent font comprendre 
qu'une fonction peut avoir plusieurs maxma et plusieurs 
minima, et qu'il n'y a aucune 
contradiction à supposer un mini- 
mum plus grand qu'un maa:inium. 

Ainsi l'ordonnée de la courbe 
représentée, figure 22, a deux 
masima, en A et en C, deux mi- 
ntma, enB etenD,etIe mîBiJttMm - 
en D est plus grand que le 
maximum en A. pic. 22, 

On entend par maximum et 
minimum absolus un minimum plus grand ou un mini- 
mum plus petit que toutes les valeurs dont la fonction est 
susceptible. Les autres maxima et minima sont dits 
relatifs. 

57.^ Concavité. — Lorsqu'une droite passe par un 
point fixe et que son coefficient angulaire croît, elle 
prend des positions successives telles que OA, OB, OC, 
OD : elle tourne dans le sens dont il faut déplacer la 
partie positive de l'axe des x autour de l'origine pour 
l'amener sur la partie positive de l'axe des y par le trajet 
le plus petit. Ce Sens est dit le sens direct de rotation. Il 
est indiqué par la flèche dans la figure 23- 

Au contraire, lorsque le coefficient angulaire de la 
droite décroit, elle tourne dans le sens inverse. 

Cela posé, si la dérivée d'une fonction prend des valeurs 
croissantes, puisque cette dérivée est le coefficient angu- 
laire de la tangente à la courbe représentative, la tangente 
qu'on peut supposer transportée parallèlement à elle- 
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même en un point fixe, tourne dans le sens direct (fig. 24). 
Si, au contraire, la dérivée est décroissante, la tan- 
gente tourne dans le sens inverse. On dit que la courbe 
tourne sa concavité, dans le premier cas, vers les y posi- 
tifs {i^g. 24), dans le second vers les y négatifs (fig. 25). 





La dérivée première est croissante ou décroissante 
suivant que la dérivée seconde est positive ou négative. 
D'où cette règle : Une coîirbe tourne sa concavité vers les 
y positifs ou vers les y négatifs suivant que la dérivôe 
seconde de l'ordonnée est positive ou négative. 




58. — Les points où la concavité change de sens s'ap- 
pellent points d'inflexion : tel est le point M de la figure 26. 
Leur caractère algébrique est qu'en ces points la seconde 
dérivée change de signe. Si elle est continue, elle doit 
donc s'annuler. 
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CHAPITRE VII 

ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS ENTIÈRES 

Binôme du premier degré. 

59. — Soit la fonclion 

où mot n désignent des constantes. Nous avons vu que 
la ligne représentative est une droite (n° 14). Mais nous 
pouvons, comme exercice, étudier par le moyen de la 
dérivée, les propriétés de la fonction. 

Il est évident que y a une valeur, et une seule, pour 
chaque valeur de x. La dérivée est : 



Cette dérivée étant constante, la tangente à la ligne 
représentative fait, en tous les points, le même angle 
avec l'axe des x, ce qui suffit à prouver que cette ligne 
représentative est une droite. 

Suivant que m est positif ou négatif, la fonction est 
constamment croissante ou co"nstarament décroissante ; 
ce résultat est conforme à ce que nous avons déjà trouvé, 
puisque m est le coefficient angulaire (n" 17). Voir les 
figures 12 et 13, page 13. 
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Trinôme du second degré. 

CO. — Soit la fonction 

y=i ax^ -{- bx-\-c. (i) 

A chaque valeur de x correspond une valeur de y et 
une seule. D'ailleurs y est fonction continue de x. 

Supposons d'abord que a soit positif. Prenons la déri- 
vée de y : 

y' =^1 ax + b. (2) 

Cette dérivée est négative si '■^< — ^ 

nulle si ^ ~ ~ 57» 

b 
positive SI a; > — ô- 

Donc, 

nuand x croît de — coà — ^t—, la fonction décroit; 

elle atteint un minimum quand x = — ;;- ! 

et enfin elle croît quand x croit de — ^ b.-\-tyi^. 

Cherchons les valeurs de y correspondantes à des 
valeurs infinies de x. On peut écrire ; 






(3) 



Quand x croit indéliniment par des valeurs soit posi- 
tives, soit négatives, le premier facteur x'' croit indéfini- 
ment par des valeurs positives ; le deuxième tend vers la 

quantité positive a, puisque les termes -i -ji dont le 

dénominateur croit indéfiniment, tendent verszéro. Donc 
y tend vers l'infini positif. 
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ÉrUDE m «UELOKES FONCTIONS ENTIERES. 

Lorsque x prend la valeur — ^^ ij prend la valeui 



Ua 



h-i-'-- 



2« 



Tel est le minimum de y. 
En résumé, quand x croit de —ooà — —, y décroît 

4a 

quand x croît de — ^ à -f- oo, |/ croît du minirmim jus- 
qu'à + oo. 

61. — Courbe représentative. — Prenons sur l'axe 

des aï (fig. 27) la longueur OB ^ ~^, menons l'or- 

l)i 4((P 

donnée correspondante BA = j ; A est le point 

de la courbe d'ordonnée minimum. La tangente en ce 
point estparallèle k l'axe 
des X, et la courbe est 
tout entière au-dessus 
de cette tangente. 

Faisons maintenant 
croître l'aijscisae x ou , 
OP de — oc à OB : l'or- ■ 
donnée PM décroit de 
l'infini positif à BA. Il 
en résulte un arc inlini 
MA, dontles points com- 
mencent parse trouver, " 

dans l'angle yOx', à une distance infinie de chacun des 
axes. Ensuite faisons croître l'abscisse OP' de OB à -f oo : 
l'ordonnée P'M' croit de BA à -|- oo ; il en résulte un arc 
infini AM' dont les points s'éloignent, dans l'angle fjOx, à 
une distance infinie de chacun des axes. 

62. — Sens de la concavité. — La dérivée y' étant 
PoBCHOH. — Compl, alg. et géom. 3 
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croissante, la courbe tourne sa concavité vers les y po- 
sitifs. 

63. — Signe du mlnimuin. Racines du trinôme. — 
Supposons toujours a positif. Si fi-— 4«c est négatif, le 
minimum BA de l'ordonnée est négatif: c'est le cas de la 
figure 27. 

Si &^~-4flcest nul, lemwmMmde l'ordonnée est nul: 
c'est le cas de la figure 28. 

Enfin, si 6^ — 4 ac est négatif, le minimum Bk est posi- 
tif : c'est le cas de la figure 29. 
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Ftc. 28. flG. 29. 

Dans le premier cas, celui où b- — Aac est positif 

(fig. 27), quand x croit de — oo à — ^, y décroît de 

-f-oo à une valeur négative : y s'annule donc pour une 

valeur de x, soit OR', comprise entre — ooet — 5-- 

Puis, X croissant jusqu'à -\- os, y croit d'une valeur 
négative jusqu'à -j- 00 ; donc il s'annule encore une fois 

pour une valeur OR" de x comprise entre et -|- 00. 

Aux points qui ont pour abscisses OR' et OR", la courbe 
coupe l'axe des x. Ces abscisses sont deux racines de 
l'équation 

ax' -\- bx -\- c = 0. (4) 
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On voit donc que si 6' — 4 ac est positif, l'équation (4) 
a deux racines réelles et inégales. 

Dans le deuxième cas, celui où 6^ — 4 ac =: (fig. 28), 
y ne s'annule que pour une seule valeur de x, qui est 

égale à — s-j et est représentée par OB, L'équation (4) 

n'a donc qu'une seule racine ; mais, si l'on suppose que 
6' — 4 (te, d'abord positif, décroisse jusqu'à zéro, les deux 
points R',R" tendent vers le point B et l'on peut dire que 
î'équation, à la limite, a deux racines égales. 

Dans le troisième cas, celui ofi 6' — 4bc est négatif 
{fig. 29), y ne s'annule pour aucune valeur de x, et 
l'équation (4) n'a aucune racine réelle. 

Ces résultats sont conformes à ceux qu'on a déjà 
trouvés dans la discussion de l'équation du second 
degré '. 

64. — Nous avons supposé jusqu'ici a positif. S'il est 
négatif, rpprésentons-le par — «'. Alors 
y ^=: — a'x^ -\-bx -\- c, 
ou, en changeant les signes : 

— y = a'x^ — bx — c, 
ce que nous écrirons: 

- y = a'x^ +6'a7 + c'. (5) 

Comme a' est positif, — y a. précisément la forme (i), 
n" 60, et présente les variations mêmes que nous avons 
trouvées à y, quand a était supposé positif. La courbe 
représentative est donc celle que nous avons obtenue 
ci-dessus, sauf que l'ordonnée est changée de signe; 
en d'autres termes, il faut faire tourner la courbe de 
180 degrés autour de l'axe des x. 

b'^ — ia'c' n'est autrequeÈ' — 4 ac, puisque a' = — a, 
et c' = ~ c. Donc, la courbe a la forme représentée 

1. Étèments d'algèbre, 5'éil.,n" 181. 
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dans les figures 30, 31, 32, suivan( que ¥- 
positif, négatif ou nul. 




Il y a un maximum BA, au lieu d'un minimicm, 



'■2a 

Signe du trinôme. — Il résulte de l'étude des 

variations de la fonction, el 

' les figures représentatives 

mettent en évidence que si 

s ^ b^—iac est négatif ou nul, le 

1 trinôme est, quel que soit aî, 

de même signe que a, et que, 
si b^ ■— iac est positif, le tri- 
nôme est de même signe que 
a ou de signe contraire, sui- 
vant qu'on donne à a> une 
valeur extérieureou intérieure 
aux racines. 
C'est le théorème qui con- 




i résolution do l'inégalité rationnelle du second 



duil à 1 
degré '. 

66. — Méthode de la décomposition en carrés. - 
On parvient aux mêmes conséquences sans se servir d 
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Ja dérivée. Il suffit' de mettre l'équation (t) sous la 
forme 

Commençons par étudier la fonction entre crochets. 
Posons : 

/ 1 '' \' ,n\ 



X croissant de — oa à — g~ , la (juantité a; -f- âr ^^t né- 
gative, et crott algébriquement de — oo à zéro, c'est-à- 
dire que sa valeur absolue 
décroit de co à zéro. Donc 
son carré décroit de -|-oo à 
zéro. Ensuite x croissant de 

■~5^à4-oo,ic-|-s^croit 

de zéro à -|- o», et il en 

est de même de son carié. 

La courbe représentative 

de la fonction yi a donc la 

forme Si indiquée par la 

figure 33; elle est tout en- l'ic ;i^. 

lière du côté des i/ positifs 

par rapport à l'axe des x, et touche ce dernier au point B 

dont l'abscisse est OB = - 




Faisons 



2fl 



îintenant 



Pour passer de la courbe Sj à la courbe représentée 
par l'équation (8), il suffit d'ajouter algébriquement à 

toutes les ordonnées de S, la quantité Ilxe j— ^ — , ou, 

]. Éléments d'algèbre, 5' éd., ii" 1S7. 
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en d'autres termes, de faire glisser la courbe Sj parallè- 
lement à l'axe des y, de la quantité j-^ — , prise avec 

son signe. 

Si 6^ — 4 ac est positif, il faut faire glisser la courbe 
dans le sens des y négatifs, et l'on obtient la courbe Sa- 

Si 6^ — ■ 4ae est négatif, le glissement se fait dans le 
sens contraire, et l'on obtient la courbe S \. 

Eu tout cas, yi a un minimum BA ou BA', répondant 

à l'abscisse 0B = —à—- 

Enlin, pour construire la courbe que représente l'équa- 
tion {6}, comme y = ffli/a, il faut multiplier par « toutes 
tes ordonné es de s courbes S^ou S'j. Si a est p.ositif, toutes 
les ordonnées varieront proportionnellement en conser- 
vant leur signe, et l'aspect général ne sera pas changé. Si 
« est négatif, toutes les ordonnées changeront de signe, 
et l'on obtiendra les figures 30, 31, 32. 

67. — Propriétés géométriques de la courbe. — L'équa- 
tioii(6) prouve que, dans 
le cas des axes rec- 
tangulaires, la courbe 
est symétrique par rap- 
port à la parallèle zz', 
menée à l'axe des x 
(flg. 34) à la distance 

OB = ~eA-- Car, si l'on 



fait a; = — I 1- h, ce 

qui revient à prendre 
l'axe des x, à partir du point B, les segments 
= + ft, BP == — h, on trouve pour y la même valeur : 

is ordonnées P'M', PM correspondantes à ces deux 
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abscisses sont cîone égales. Si l'on fait tourner la figure 
BPM de 180 degrés autour de z'z, PM s'applique sur P'M', 
céqui montre que les points de la courbe sont symétriques 
deux à deux par rapport à la droite z'z\ cette droite est 
un axe de symétrie, 

En particulier, les points R' et R", qui répondent aux 
racines de l'équation «a;' + ftic-4-C = 0, sont symétri- 
ques par rapport au point B. 

Mais 

OR = OR'-t-li'B, 
OB -- OR" — DR". 

Ajoutons membre à membre : les termes R'B, — BR" 
se détruisent. Il vient : 

2 OB = OR' + OR", 
et en désignant par x' et x" les racines : 

' a 

68. — Voici une autre propriété. Menons la droite 
MM'; en vertu de la symétrie, elle est perpendiculaire à 
l'axe de symétrie z'z. Soit Q le point où elle coupe cet' 
axe. Désignons DP' para;, P'M' = BQ par ^. Comme 

OB = — ^, BP', ou QM', qui vaut œ — OB, vaut donc 
X -j- ^. L'équation (6) peut donc s'écrire : 

PourFalJscisseOB;^— ^, l'ordonnée prend la valeur 
b'- — kac 



Retranchons membre à membre ces deux égalités ; 

!/ — !/. = « X W ' 
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OH' 
AQ 



La courbe jouit de cette propriété que les CLirrés des 
perpendiculaires abaissées d'un quelconque de ses points 
sur une droite fixe 2Z' sont proportionnelles à la distance 
de leur pied à un point fixe A de cette droite. Cette pro- 
priété caractérise la parabole. Ainsi la courbe représen- 
tative de l'équation (1) est une parabole. 



Trinôme bicarré. 



69. ~ Pour étudier le trinôme bicarré ax^ -\-hx^-\-c, 
écrivons-le, en mettant a en facteur, sous la forme 

/ , , fc , , c\ , b c 

a\ »* + ■"* +"" 1' *^^ ^'^ posant- =: p, ■- = g, sous 

la forme « (ai*+pa;^ + 5). Il suffit d'étudier Je second 
facteur; nous poserons donc: 

y = x'+px^-\-q. (1) 

Cetle fonction prend une valeur unique pour chaque 
valeur de a;, et elle est continue. Observons d'abord qu'elle 
ne change pas quand on change x en — œ. Par consé- 
quent, il suffira de faire varier x de zéro à + oo. Prenons 
la dérivée : 



,-=ix(x' + '^\- m 
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ÉTUDE DE QUELQUES FOMCTIONS ENTIÈRES. 
Cette dérivée s'annule quand un de ses facteurs 
nule, c'est-à-dire pour deux valeurs de x : 



Oet^ 



^\/=l- 



puisque nous ne donnons pas à ic de valeurs négatives. 
La seconde de ces valeurs est imaginaire ou réelle sui- 
vant que p est positif ou négatif. Nous distinguerons donc 
deux cas. 

!"■ cas ; p > 0. — La dérivée, d'après la formule (2), 
est nulle poura^ = 0, puis positive pour toute valeur posi- 
tive de a;. Donc la fonction est constamment croissante. 
D'ailleurs pour a;; = 0, ;/ = (? ; pour ic = oo, on voit comme 
précédemment (n° 60) que !/ ^^oo, La valeur y ^=5 est un 
•aiinim.ii'Ht, puisque, a- croissant, la dérivée passe du né- 
gatif au positif en s'annulantpour ic^O. 

En résumé, x croissant de zéro à -j- =^i !' '^■''^î* ^'^ ***'" 
nimumq à-f-o«. Si a; décroît de zéro à— 00, ;/ passe par 
les mêmes valeurs. 

La courbe représentative est symétrique par rapport à 
l'axe des ^. Le coefflcientangulaire^'dela tangente croît 
de zéro à -|-oo lorsque x croit de zéro à -^ 00, c'est-à- 
dire que l'angle de la tangente avec l'axe des x croît de 
zéro à un droit.' 




La courbe est celle de la figure 35 ou de la figure 36 
suivant que l'ordonnée minimuin. OA est négative 
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OU positive. Dans la première hypothèse, l'équation 

a;*+pa;'+ç-0 (3) 

a deux racines réelles, égaies et de signes contraires, 
OR', OR" ; dans la seconde, elle n'a aucune racine réelle. 
Dans l'hypothèse intermédiaire q ^0, elle aurait évidem- 
ment deux racines égales à zéro. 

2° cas .- p < 0. ^ Alors la racine v/ — s ^^ 1* dérivée 
est réelle. Le facteur a:*-|- i ^st négatif, nul ou positif 
suivant queic est compris entre zéro et W — |-! égal à 

y — ^ 7 ou plus grand que cette valeur. II en est de même 

de la dérivée y', puisque le facteur ix est positif. 

D'ailleurs pour x=\/ — ^, on trouve y = — yr~y' 

Donc, X croissant de zéro à \/ — ^i i/ décroit de 5 

X croissant de \/ — | à + oo, y croît de ~\t^—q\ 

La courbe étant symétrique par rapport à l'axe des y, 
il y a un maximum q de l'ordonnée, correspondant à a; ;^0, 

et deux minima égaux à — ■{-■ —ç), correspondants aux 

valeurs de l'abscisse x =±\/ — §■ 

Portons sur l'axe des y (fig. 37) la longueur Oâ= r/ : 
c'est le maximum. 
Portons sur l'axe des x les deux segments OB, OB' 

égaux à dry —5 ) et menons par leurs extrémités les 
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ordonnées BC, B'C égales à — (y — SJ- ce sont les 
deux minima. Il est facile maintenant de tracer la forme 
e de la courbe représentée figure 37. 




Quant au nombre des racines de l'équation (3) dans ce 

deuxième cas, il y a lieu do faire (différentes hypothèses. 

Si OA = 5 est positif, ^ 

■ . P' , 

suivant que 2 — -g est 

positif ou négatif, c'est- 
à-dire suivant que BC 
est négatif ou positif, 
la courbe est placée, 
par rapport aux axes, 
commedansla figure 37 
ou comme dans la fi- 
gure 38 : il y a quatre 
racines, répondant aux 
points Ri, Rî, Ra, Rt, ou il n'y 

Enfin, si q est négatif, la courbe est représentée 
figure 39, et il y a deux racines Ri, Ri. 




aucune racine. 
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CHAPITRE VIII 

FRACTION RATIONNELLE DU PREMIER DEGRÉ 

70. — Nous allons étudier maintenant les fractions 
rationnelles du premier degré, c'est-à-dire les fractions 
dont le numôrateur et le dénominateur sont des binômes 
entiers du premier degré. La l'orme générale de ces frac- 
tions est : 

^ '^a'x-\-l>'' 
Prenons d'abord un cas particulier, et soit 

!/=-' (1) 

où K désigne une quantité positive. 

Cette fonction a une valeur unique et déterminée, et 
déplus elle est continue pour toute valeur de ce, excepté 
pour ic=0. 

Sa dérivée m' ^= = if) 

est constamment négative. Donc la fonction est constam- 
ment décroissante entre les valeurs de la variable— co 
et — e(£ désignant une quantité positive aussi petite que 
l'on veut) et entre les valeurs -f s et -f oo. 

Quand X tend vers — oo, y tend vers zéro par des 
valeurs négatives : c'est dire que dans la direction 0:6' 
(fig. 40) la courbe se rapproche indéfiniment de l'axe 
des X, dans l'angle x'Oy', mais n'atteint jamais la 
droite Ox', 
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Or, lorsqu'une droite se rapproche indéfiniment d'une 
branche infinie d'une courbe, on dit que cette droite est 
une asymptote de la courbe. Ainsi la courbe a l'axe 
des X comme asymptote. 

a; croissant jusqu'à — s, 
y décroît jusqu'à — oo. 
La branche de courbe MN 
qui en résulte s'approche 
donc indéfiniment aussi 
de l'axe des y dans ta 
direction Oy', et dans 
l'angle x'Oy'. Ainsi l'axe 
des y est encore asym- 
ptote à cette branche de fiu. 40. 
courbe. 

a; croissant de + e à + oo, j/ décroit de -f-eo à zéro. 
Il en résulte une autre branche PQ, située tout entière 
dans l'angle yOx, et ayant l'axe des y et celui des x pour 
asymptotes. 

71. — Remarque I. — La dérivée y' décroît quand x 
croît de-:- oo à zéro, et croît quand ic croît de zéro à-j-co. 
Donc (n" 57) la branche MN tourne sa concavité vers les 
y négatifs, et la branche PQ vers les y positifs. 

72, — Remarque IL — Si le numérateur de la for- 
mule (1) était négatif et égal à — K, toutes les ordonnées 
seraient simplement changées de signe. Il n'y aurait, 
pour obtenir la nouvelle courbe, qu'à faire tourner la 
précédente de 180 degrés autour de i'axe des x. 

73, — Remarque IIL — La courbe que nous venons de 
construire porte le nom d'hyperbole. On peut définir en 
général l'hyperbole le lieu des points dont l'abscisse et 
l'ordonnée, par rapporta certains axes, ont un produit 
constant. 

74. — Arrivons maiiitenanl au cas général et faisons 

^ a'x-\-l>'' 
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Divisons le numérateur et le dénominateur par a', que 
nous supposons différent de zéro : 



Kn posant -;= A, r,- 



-C, nous écrirons 



Aa^+B 



el en faisant la division, ce qui donne le reste AC + B : 
, , AC + B 

Posons enfin AC -]- ii ^ K, nous obtenons : 

Celte fonction est continue, sauf pour ic = G. Prenons 
la dérivée ; 

,_ K 

y - . (^_c)^- 

Pious supposerons, pour fixer les idée3,K positif. Alors 
la dérivée est constamment 
négative, et la fonction est 
constamment décroissante, 
sauf la discontinuité qu'elle 

_Q éprouve pour x = C. 

~^ Pourconstruirelacourbe, 
nous remarquerons que y 



X se compose de la quantité 
fixe A, augmentée de la 

quantité variable 7,- 

Fie il. x — L 

Traçons donc (flg. 41) la 

droite représentée par l'équation y = A: c'est une parai- 
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lèle DE à l'axe des x, dont l'ordonnée à l'origine est la lon- 
gueur OH = A. L'ordonnée d'un point de la courbe est égale 
à l'ordonnée correspondante de la droite DE, augmentée 

de la quantité j-,, que l'on peut appeler Vonlonnée 

par rapport à la droite DE. 

Cela posé, faisons tendre x vers — oo : l'ordonnée 

relative à la droite DE, savoir py tend vers zéro par 

des valeurs négatives. Il en résulte un arc infini ayant DE 
pour asymptote. 

t_,. 

-C 

ment négative et croit indéfiniment en valeur absolue. 
Traçons la droite a; := C : c'est une parallèle FG à l'axe 
des y, qui coupe DE à une distance HI^^C, de l'axe des^. 
La branche de courbe MN correspondante à ia série 
des valeurs de x comprise entre zéro et G est tont 
entière comprise dans l'angle DIG, et a la droite FG 
aussi pour asymptote. 

Faisons maintenant croître a; de C à + co. La quan- 
tité ■ p devient positive, et décroît de 4- ^^ ^ zéro. 

II en résulte évidemment une branche de courbe PQ, 
située dans l'angle FIE, et ayant encore les droites FG, 
DE pour asymptotes. 

Pour ie tracé de la courbe, on peut construire deux 
points dignes de remarque : ce sont ceux où elle coupe 
les deux axes. On trouve le point d'intersection T avec 

l'axe des y en faisant a; = 0, ce qui donne y = A — p : 

tel est le segment OT. On trouve le point d'inter- 
section U avec l'axe des x en faisant y = 0, d'où 

a; — C — V : lel est le segment OU. 
A " 

75. — La courbe que nous venons tic construire est 
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encore une hyperbole. En effet, son équation peut s'é- 
crire : 

Nous avons dit que y — A est l'ordonnée par rapport 
à la droite DE; de mêmeip — C est l'abscisse par rapport 
à la droite FG. Donc, en prenant ces deux droites comme 
axes, le produit de l'abscisse et de l'ordonnée d'un point 
quelconque de la courbe est égal à K. Il résulte que la 
courbe est une hyperbole (n" 73), 
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GHAPITRK IX 

FRACTION RATIONNELLE DU SECOND DEGRÉ 



7G. — Nous passons à l'étude des fractions rationnelles 
dont le numérateur et le dénominateur sont des trinômes 
du second degré en x. La forme générale de ces fractions 
est : 

ax^ -{-bx -\- c 

^ a'x^~\-b'x-'rc''' 

un seul dos coefficients a, a' pouvant être nul. 

Ces fonctions ont une valeur unique et déterminée, et 
de plus sont continues, pour toute valeur de x, à l'ex- 
ception de celles qui annulent le dénominateur. Enfin 
remarquons qu'à chaque valeur de y correspondent deux 
valeurs de x (qui peuvent être égales), ou il n'en corres- 
pond aucune ; car l'équation est du second degré en x, et 
a ses deux racines en x réelles ou imaginaires à la fois. 
Ainsi une parallèle à l'axe des y coupe en général la 
courbe en un point unique; une parallèle à Taxe des a; 
la coupe en deux points (qui peuvent être réunis en un 
seul), ou ne la rencontre pas. 

77. Exemple I, — Nous ne considérerons que des 
exemples numériques, et d'abord un exemple où a' — zéro. 
Soit 

2ic'-7iC+lI ,,, 

y = ^^Tâ^- 0) 

Effectuons la division du numérateur par le dénomi- 



y Google 



51 ALGÈBRE. 

nateur : le quotient est 23; — 3, et le reste 5, On peut donc 

!, = 23!-3 + ^. (2) 

Construisons d'abori! (fig. 42) le lieu représenté 
par Véqualion 



C'est une droite 
AB(n°14),donfl'abs- 
cisse et l'ordonnée 



y 

s 

^2 


■— 


F-5 


r 


X- 




'^■'/ 







'^ 




'■/ 


if P 







à l'origine sont ^ et 
— 3. 

L'ordonnée de 
chaque point de la 
courbe, d'après l'é- 
qualion (2), se com- 
pose de l'ordonnée 
de la droite AB, aug- 
mentée de la quan- 



tité 



x — ï 



qu on 



peut appeler Yordonnée à partir de la droite ^B. 
Lorsque x croît de — 00 à 2, cette ordonnée à partir 

de AB, dont l'expression est de la forme ■■■ ^ ■ p étudiée 

n° 74, décroît constamment de zéro à — co. 

Si donc nous construisons la droite CD, parallèle à l'axe 
des y, et représentée par l'équation œ^2, il résulte de 
cette série de valeurs données à x une branche infinie EF 
de courbe ayant AB et CD pour asymptotes, et située 
dans l'angle AIC (I étant le point de rencontre des 
asymptotes). 

Ensuite, x croissant de 2 à-}- 00, ■ __,, décroît de 

i'infmi à zéro: il en résulte une seconde branche 
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infinie GH, ayant encore pour asymptotes les droites CD, 
AB, et située dans l'angle DIB. 

La forme de la courbe prouve que y a un maximum et 
un minimum relatifs. Pourles obtenir, formons la dérivée 
de la fonction, mise sous la forme (2); nous trouvons : 

Le dénominateur de cette fonction étant constamment 
positif, y' est de mÊme signe que son numérateur. Or ce 
numérateur est un trinôme du second degré en x, dont 
le terme en x^ a un coefficient positif : il est donc positif 
ou négatif suivant que x a une valeur extérieure ou inté- 
rieure aux racines du trinôme. On trouve ces racines en 
faisant 

(«-2)'=| 
Elles sont donc; 

Si donc a; varie de—ookxi,y est croissant. Si x varie 
de Xi à Xa, y est décroissant, sauf la discontinuité, c'est- 
à-dire le passage de — ooà-[-'^qiise produit quand x 
passe par la valeur 2, comprise entre Xi et x^. Enfin, si œ 
croit de iCa à -|- oo, y est croissant. 

Il y a donc un maasimum et un minimum relatifs, qui 
correspondent aux valeurs x, et Xt de x. 

Pour trouver les valeurs correspondantes yi et ya de y, 
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on peut transformer la formule (2) dans la suivante : 
j, = .l + 2(»_-2) + j:5-^- 

Va 2 



/5 5 
Or a!, - 2 = - y 5' j;rr2 ' 



Donc ï/.^l-4i/î=l-2v'i0 J 
et de même î/j = 1 + 1 1/^ = 1 + 2 \/lO ] 

Nous connaissons maintenant les coordonnées des 
points P, Q correspondants au maximum et au minimum 
relatifs de l'ordonnée. 

Enfin on peut construire les points de rencontre avecles 
axes. Le point R de rencontre avec l'axe des y s'obtient 
en faisant x^^O. Son ordonnée OR, d'après l'équation (1), 

est égale à — ^- Quant aux points de rencontre 

avec l'axe des x, on les trouve en faisant y=0, ou 
2 ic^ — 1x-\-ii=:0. Mais les racines de cette équation 
sont imaginaires; ainsi l'axe des x ne rencontre pas la 
courbe. 

78. — Hemarque 1. — La dérivée / est décroissante 
quand X croit de — ooà2; elle est croissante quand a; 
croit de 2 à + oo. lien résulte que la branche EPF tourne 
sa concavité vers les y négatifs, et la branche GQH vers 
les y positifs. 



79. — Remarqoe h. — La courbe que nous \ 
d'obtenir est encore une hyperbole. Car soit M un quel- 
conque de ses points, MS son abscisse, MT son ordonnée. 
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U, V les points où ces droites rencontrent respectivement 
les asymptotes DC, AB. UM est égal kx — SU, c'est-à-dire 
à X — 2; VM est égal à l'ordonnée de la courbe, moins 
l'ordonnée de la droite AB, e'est-à-dire à y — (2aT — 3). 
Or, d'après l'équation (2), 



ML' = 



■MV 



Mais, si l'on mène MU' parallèle à BA, jusqu'à sa ren- 
contre avec DF, le rapport 7^==- est égal à une constante G;, 
remplaçant MU par C X MU', on voit que 
CXMU' = A. 

Donc 

MU'XMV^5, 

c'est-à-dire qu'en prenant pour axes des coordonnées AB 
et CD, le produit de l'ordonnée et del'abscisse d'un point 
de la courbe est constant. 

80. — Autre méthode. — On peut aussi discuter la 
fonction et construire la courbe sans se servir de la 
dérivée. Résolvons en efîet l'équation (1) par rapport kx. 
Chassant le dénominateur, et ordonnant : 

2ie^ — (;/-{- 7)a; +2;; -l-H^ O; (7) 

a>=ï±l±MEîïEË.. (8) 

Le trinôme en y placé sous le radic^il a ses racines 
réelles. Comme son premier ternie est positif, il est positif 
pour les valeurs de y extérieures aux racines yi et j/a de 
ce trinôme, négatif pour les valeurs intérieures aux 
racines. Ainsi pour toute valeur de y plus petite que yi 
ou plus grande que y-i, x a deux valeurs réelles; pour 
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toute valeur de y comprise entre yi et j/s, x n'a que des 
valeurs imaginaires. D'ailleurs ces valeurs yi, yi, racines 
de l'équalion 

sont égales à 1 ~ y'JÔ =^ 1 zp \/10 X4 = 1 =p2 \/Î0. Ce sont 
précisément les valeurs (6). 

Si l'on mène parallèlement à l'axe des x les droites Yi, 
Yt à des distances de cet axe égales à ^i, y^, une paral- 
lèle menée au même axe rencontre la courbe en deux 
points ou ne la rencontre pas, suivant qu'elle est intérieure 
ou extérieure à ces deux droites. Ainsi j/i et p^ sont un 
maximum et un minimum relatifs. 

On trouve les valeurs de x correspondantes à ces deux 
valeurs de y en mettant successivement yi et y^ à la 
place de y dans la formule (8). Le radical s'annule, et l'on 
trouve : _ 

^' 4—— 2 _' 

Ce sont les valeurs (5). Nous avons ainsi les coordon- 
nées des points P et Q correspondants au maximum et au 
minimum. 

Il n'y a d'ailleurs pas d'autre maximum ni d'autre mini- 
mum, puisque toute parallèle à l'axe des x en dehors des 
droites Yi et Ys rencontre la courbe en deux points, et en 
deux points seulement. On voit donc que x croissant de 
— ookxi, y croit de — ■ 00 à yt, ce qui donne l'arc EP; 
a! croissant àexi à 2, !/ décroit de j/i à — co, ce qui donne 
l'arc PF; x croissant de 2 à x^, y décroit de -|-" °° * V*' 
ce qui donne la branche GQ; 3; croissant de iCa à -j-^'®) 
y croît de ^g à +00, ce qui donne la branche QII. 

Passons à un exemple où a' n'est pas nul. 

81. — Exemple n. — Soit : 

_ $x^-\-i'ix — i .... 

y— x'^ix + ^ ' ^^ 
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En divisant le mimérateur par !e dénominateur, on 
trouve pour quotient 2, et pour reste 4a^— 5, en sorte 
qu'on peut écrire : 



valeur que nous représenterons par 



a^^+4a;-]-2 



(3) 
(4) 



Traçons d'abord (fig. 43) la droite représentée par 
l'équation y = 2 : c'est une parallèle AB à l'axe des x, qui 
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Fie. 43. 

en est distante de 2. L'ordonnée de la courbe, pour 
chaque valeur de x, est égale à l'ordonnée de AB aug- 
mentée de la quantité z, que nous appellerons l'ordonnée 
par rapport à AB. Il suffit d'étudier les variations de z. 
Les valeurs de a; importantes à considérer sont celles 
qui correspondent à un maximum ou à un minimum, et 
celles qui rendent y infini. On trouve les premières en 
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t la dérivée à zéro. Or la dérivée, aussi Ijien de z 
que de^, est (n° 43): 

, t(x'+l» + a)-(3a; + l)(l» — 5) 

Les valeurs qui l'annulent sont celles qui annulent le 
numérateur, pourvu qu'elles n'annulent pas aussi le 
dénominateur. Ces valeurs, qui précisément n'annulent 
pas le dénominateur, sont : 

h — s(m\ 



5 + \/Î37l 

■«- 4 



(6) 



La dérivée est du signe de son numérateur, puisque le 
dénominateur est un carré. Le numérateur, ayant le 
coefficient du terme en ic^ négatif, est négatif ou positif 
suivant que at est extérieur ou intérieur aux racines. 
Donc, sauf les discontinuités pouvant résulter de l'éva- 
nouissement du dénominateur, la fonction est décrois- 
sante de — oo à Xi, croissante de x^ à «s, décroissante 
de iCa à-j-co. 

Cherchons maintenant les valeurs qui annulent le 
dénominateur. Elles sont: 

.'^-2- s/2) 

Puisqu'elles n'annulent pas le numérateur, elles font 
prendre à 2 des valeurs infinies. 

Rangeons par ordre de grandeur croissante les raleurs 
(6) et (7), On voit aisément que cet ordre est : 



Portons sur la droite ÂB, à partir de son point d'inter- 
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section I avec l'axe des !/, les segments lX' = a;', IXi=:iri; 
IX" =9!", IXi^a^s. Ce sont les abscisses des ordonnées 
infinies, et de celles qui sont minimum et maximum. 
Par X' et X" menons les parallèles CD, EF à l'axe des y. 
Cela fait, nous commencerons par chercher la valeur 
que prend z pour une valeur infinie de x. Le numérateui 
et le dénominateur de z sont alors infinis, et l'on n'aperçoit 
pas immédiatement la limite vers laquelle tend leur rap- 
port. Mais divisons par x le numérateur et le dénomina- 
teur. Nous trouvons : 



»=+*+; 



zéro. Donc le numérateur tend vers 4; suivant que x 
est égal à -j- o», ou à — co, le dénominateur tend 
vers 4" =^ ou — co, et 2 tend vers zéro par des valeurs 
positives ou négatives. 

Maintenant il est aisé de tracer la courbe, w croissant 
de — ooàaîi — s (s désigne une quantité positive très 
petite), 2 décroît constamment et jusqu'à une valeur néga- 
tive très grande : il en résulte l'arc infini MN, situé dans 
l'angle AX'D, et ayant les droites AB, CD comme asym- 
ptotes. 

Ensuite œ prenant la valeur ic'-j-e, le dénominateur 
change de signe, puisque x, d'extérieur aux racines du 
dénominateur, devient intérieur; œ croissant de x'-{-e 
à Xi, 2 décroit d'une valeur positive très grande jusqu'à 
un minimum XjQ, puis x croissant jusqu'àiï" — s, z croît 
jusqu'à une valeur positive très grande : il en résulte l'arc 
infini PQR, qui a CD et EF pour asymptotes. 

œ prenant la valeur a;" + s, z change de signe, x crois- 
sant de a;"-|-£ jusqu'à Xs, 2 croît d'une valeur négative 
très grande à un maximum XsT, et enfin, x croissant 
jusqu'à 4-^, z décroît jusqu'à zéro par des valeurs posi- 
POBCHON. — Compl. alg. cl gùom. A 
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tives. Il en résulte l'arc infini STU, qui a pour asym- 
ptotes EF et AB. 

Reste à calculer l'ordonnée viinimutn X,Q et l'ordonnée 
maxivium XgT, en substituant dans (4) Xi et Xi succes- 
sivement à X. Nous omettrons ce calcul numérique. Hous 
ferons seulement cette remarque que le minimum relatif 
doit être, à priori, plus grand que \e' maximum, 
puisqu'une parallèle à l'axe des ce ne peut rencontrer la 
courbe en plus de deux points. 

82. ^ArrRE méthode. — On peut d'ailleurs se dispenser 
du calcul de la dérivée en opérant de la manière suivante. 

Résolvons l'équation (4) par rapport à x. Nous trou- 
vons, en cliassant le dénominateur ; 

zx' + i{z — i}x + ^Z'^5 = 0, (9) 

d'où 

z 
et en développant : 

Pour que x ait des valeurs réelles, il faut que ce tri- 
nôme en z, placé sous le radical, soit positif; et comme 
le coefficient de z^ est positif, que z soit extérieur aux 
racines de ce trinôme, qui sont : 

_13— y/îâr \ 



2i= t 



. 13+\/l37 

4 



(11) 



Si donc on mène à l'axe des x les parallùles Z,, Z, à des 
distances de la droite AB égales à Si et à Zi, une parallèle 
menée à l'axe des x rencontre la courbe en deux points 
ou ne la rencontre pas, suivant qu'elle est intérieure ou 
extérieure à ces deux droites. Zî est donc un minimum, 
et Zi un maximum. 

Pour trouver les valeurs correspondantes de x, il suffît 
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de substituer dans (4) Zi et 23 à z. Le radical s'annule, et 
l'on trouve : 

— 2(2,-1) 

Par des simplifications faciles, ces valeurs se réduisent 
aux formules (6) trouvées par la première méthode. Nçus 
connaissons donc maintenant les coordonnées des points 
Q,T, qui correspondent naminimumet au maarimMm rela- 
tifs, et il n'y a pas d'autre minimum ni d'autre maximum. 

Maintenant, puisque z est nul pour x ;=— 00 et prend 
des valeurs négatives très petites en valeur absolue 
lorsque x croit, s commence par être décroissant. Puisque 
le seul minimum qu'il ait est Zi, quantité positive, il faut 
qu'il décroisse jusqu'à — 00, valeur vers laquelle il ne 
peut tendre que quand œtend vers la plus petite racine «' 
du dénominateur; et cette considération suffirait pour 
montrer que le dénominateur a une racine réelle plus 
petite que Xi. Kous obtenons ainsi l'arc MN. 

Lorsque x devient un peu plus grand que x', z change 
de signe et devient égal à-f-<^; accroissant, 2 décroît 
jusqu'au minimum Zi représenté par le point Q, puis croit. 
Puisqu'il n'a pas de maximum supérieur à z,, il croît 
nécessairement jusqu'à +00, valeur qu'il atteint lorsque 
le dénominateur tend de nouveau vers zéro, et nous pou- 
vons en conclure à priori que le dénominateur a une 
seconde racine x" comprise entre Xi et X3. Nous obtenons 
ainsi l'are PQR. 

Lorsque x devient un peu plus grand que x", z change 
désigne, devient égal à — ot>, croit jusqu'à son maximum 
représenté par le point ï, et enfin décroît jusqu'à zéro 
par des valeurs positives : d'où l'arc STU. 

83. — Remarque. — Toutes les fois que la dérivée de s 
a deux racines réelles distinctes, et que le dénominateur 
de 2 a aussi deux racines distinctes entre elles et de celles 
de la dérivée, la courbe, sauf la place des asymptotes. 
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présente la forme représentée figure W, ou une forme 
symétrique par rapport à l'axe des x, ou une forme symé- 
trique de l'une ou de l'autre par rapport à l'axe des y. 

84. Exemple III. — Soit 

^ — 'Sx^ — '^x-^f 
ou, en transformant par la division, comme dans 
l'exemple précédent ; 

!/ = 5+z. ,2) 

après avoir posé : 

^' Sx^—'2x-\-i' 

z est l'ordonnée par rapport à la parallèle à l'axe des x 
\ 
représentée par l'équation y— r,' soit AB (flg 44). 







y 






z, 








M—-^ ■■^ 






>ï. \ 




X; ,-— "TJ 


Ji' 


\ 


" 


y 


X 


■M 






/ 








L- 







F1G. U. 
Prenons la dérivée de s : 

, 4 31' — aa; + l— (6a; — 2)(i+i: 

^~ 3 (3ai"— 23! + t)' 

ou, en réduisant : 



2' = 1 



(3aj"— 2:»4i)' 
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Les valeurs qui annulent la dérivée sont celles qui 
annulent le numérateur, savoir: 

Xi = — i—sl^ \ 

D'ailleurs le dénominateur de z n'a pas de racines 
réelles ; il en résulte que la fonction z est continue pour 
toute valeur dea;- 

z' est toujours du signe de son numérateur, savoir po- 
sitif ou négatif suivant que x est extérieur ou intérieur 
à a^i et à Xî. Ainsi z est croissant, puis décroissant, puis 
croissant de nouveau, suivant que a^ est compris entre — eo 
etic,, entre Xi eta^a, entre x^ et-|-oo. Les valeurs iCi et ara 
correspondent à un maximum et à un minimum. 

Cherchons les valeurs que prend z quand x est infini. 
En divisant son numérateur et son dénominateur par x, 
nous trouvons : 



1 

' X 

Pour des valeurs infinies de x, le numérateur tend 
4 
vers — s, le dénominateur est égal à +oo ou à — oo sui- 
vant que la valeur infinie de x est positive ou négative. 
Donc 3 tend vers zéro par des valeurs négatives ou posi- 
tives suivant que x tend vers -|-co ou vers — oo. 

La courbe est maintenant facile à construire. Portons 
sur AB, à partir de son intersection I avec l'axe des y, les 
segments IXj = Xi, IXj = iCi : ce sont les abscisses cor- 
respondantes au maximum et au minimum. 

X croissant de — oo à Xi, z croît de zéro à un maxi- 
mum XjQ, ce qui donne l'arc infini MQ, dont AB est 
asymptote. 

X croissant de Xi à x^, z décroît jusqu'à un minimum 
XîT, ce qui donne l'arc QT. 

Enfin, iB croissant de a^s à-f-oo, 2 croit jusqu'à zéro, ce 
qui donne l'arc infini TU, dont AB est asymptote. 
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H reste à calculer l'ordonnée maximum X,U et l'or- 
donnée minimum XjT, en substituant dans l'équation (3) 
iPi eliCs à œ. Nous omettrons ce calcul numérique. Nous 
observerons seulement que le maximum de 2 est néces- 
sairement positif, le minimum nécessairement négatif, 
et comme la courbe a pour asymptote AB du côté des 
X positifs aussi bien que du côté des x négatifs, il en 
résulte que le maximum et le minimum sont absolus. 

85. — Autre méthode. — Résolvons l'équation (3) par 
rapport à x : 



Pour que x soit réel, il faut que le trinôme placé sous 
le radical soit positif, et comme le coefficient de 2* est 
négatif, il faut que 2 soit compris entre les racines de ce 
trinôme. On voit k priori que ces racines doivent être 
réelles, sans quoi x serait imaginaire quel que soit s, ce 
qui est absurde puisque dans l'équation (3) on peut 
donner à x autant de valeurs réelles que l'on veut. 

Ces racines sont ; 

_ — 4--3v^> ' 



Si nous traçons des parallèles Zj, Zs à l'axe des x à des 
distances de AB égales à Zj et à 22, une parallèle à l'axe 
des X rencontre la courbe en deux points ou ne la ren- 
contre pas suivant qu'elle est intérieure ou extérieure à 
ces deux droites, z, est donc un maximum absolu et Zs 
un mtm'wiïH» absolu de z, et il n'y a pas d'autre maximum 
ni d'autre minimum, puisqu'une parallèle à l'axe des a; ne 
peut rencontrer la courbe en plus de deux points. 

Pour avoir les valeurs de x correspondantes au maxi- 
mum et au minimum, il n'y a qu'à substituer à 2 les 
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valeurs 2, ct^^ dans l'équation (0). Le radical s'annule, 
et l'on trouve : 

^'■^ 9:s 

Ces formules doivent nécessairement se réduire aux 
Tormules (5), et nous connaissons maintenant les coor- 
données des points Q, T correspondants au maximum et 
au minimum. 

Sachant que la courbe a pour asymptote AB, que son 
ordonnée 2 est positive pour x^ — ce, négative pour 
ic = + co, que la courbe est comprise entre les droites 
ZiCtZa avec un maximum unique de l'ordonnée en Q 
sur Zi,et un minimum unique en T sur Zj, il est facile de 
la tracer. 

86. -- REiiARQtË. — Toutes les fois que la dérivée a 
deux racines réelles distinctes et que le dénominateur de 
s n'a aucune racine réelle, telle est toujours la forme 
de la courbe. Seulement l'ordonnée z peut être négative 
pour ic = — oo. et positive pour a; ^; -|- oo, ce qui 
donne à la courbe une disposition inverse relativement à 
son asymptote. 



- Exemple IV. — Soit 



(i) 



Nous transformons cette expression par la division en 
la suivante : 

y = 3-\-z, (2) 

en posant : 

Il suffit d'étudier l'ordonnée s relative à la droite AB 
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représentée par l'équation j/ ==; 3, et que nous commen- 
çons par construire {fîg. 45). 
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Prenons !a dérivée : 



x^-fg^ — 4— (23; + l)(a;-l) 



w 



Le numérateur de cette dérivée, étant égal à 
— (x — iy — 2, est négatif quel que soit x, et il en est de 
même de z'. Donc la fonction s est constamment décrois- 
sante, saufles discontinuités qu'elle éprouve pour les 
valeurs de x qui annulent son dénominateur, et qui sont : 

,_ — 1 — \/TT 1 



-t + fi-ï 



(5) 



A partir du point 1 oiiAB rencontre l'axe des. y, portons 
sur AB les segments IX'^:^*', IX" = a;" : ce sont les 
abscisses pour lesquelles z est infini. Menons par X' et 
par X" les parallèles CD, EF à l'axe des y. 
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On voit, comme dans les exemples précédenis, que os 
tendant vers l'infini, z lend vers zéro par des valeurs 
négatives ou positives suivant que icest positif ou négatif. 

Cela posé, puisque z est toujours décroissant, quand x 
croit de ^ oo à a;', 2 décroit de zéro à — oo, ce qui 
donne la branche infinie MN, située dans l'angle AX'D, 
et ayant AB et CD comme asymptotes. 

Quand X croit de x' à -x", z décroît de + oo à — co, 
ce qui donne la branche infinie PR, située entre les 
droites CD, EF, qui lui sont asymptotes. 

Enfin, quand x croit de x" k -\- oo, z décroît de 
-|- oo à zéro, ce qui donne la branche infinie SU, située 
dans l'angle EX"B, et ayant les droites EF, AB comme 
asymptotes. 

88. — Autre méthode. — Résolvons par rapport à x 
l'équation (3): 



* - ^- 

Pour que les valeurs de x données par cette formule 
soient réelles, il faut que le trinôme placé sous le radi- 
cal soit positif. Mais, ayant ses racines imaginaires, il 
est toujours de même signe que son premier terme, 
c'est-à-dire positif. Donc toute parallèle à l'axe des x 
rencontre la courbe en deux points distincts, et il n'y a 
ni maccimum ni minimum de z. 

Ce raisonnement suffit pour démontrer à priori que le 
dénominateur a deux racines distinctes, puisque z doit 
être infini pour deux valeurs de X. Le tracé de ta courbe 
s'ensuit comme plus haut. 

89, — Rejiahqoe I. — Toutes les fois que la dérivée 
de z ne s'annule pas, et que le dénominateur de z s'an- 
nule pour deux valeurs distinctes de x, la courbe pré- 
sente toujours la forme que nous venons de rencontrer, 
sauf qu'elle peut être placée différemment par rapport 
aux axes et à ses asymptotes. 
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90. — Remarque II. — Nous venons d'étudier, sur 
des exemples, la fonction 

" ^^aV4- b'x-j-c' 

i° Dans le cas où la dérivée s'annule pour deux valeurs 
de ic distinctes, et où le dénonainateur s'annule aussi 
pour deux valeurs distinctes des premières; 2° dans 
le cas où la dérivée s'annule pour deux valeurs dis- 
tinctes, et où le dénominateur ne s'annule pas; 3° dans 
le cas où la dérivée ne s'annule pas, et où le dénomina- 
teur a deux racines distinctes. Sauf des cas singuliers, 
ce sont les seuls cas possibles. Car, si le dénominateur 
de z ne s'annule pas, s ne devient jamais infini, il a donc 
en général un maximum et un minimum, et sa dérivée 
s'annule deux fois. 

Voici maintenant on cas singulier. 



91. — Exemple V.— Soit 

H = — 24--3 — sr — r 



ce que nous écrirons 
en posant : 



_ iB + 3 



hl 



(1) 

(3) 



zest l'ordonnée par rapport à la parallèle AD à l'axe 
des X, représentée par l'équation ^ = — 2 (flg. 46). 

Remarquons ici que le dénominateur de 2 est le carré 
de ic — 1. Le dénominateur de z s'annule, et z devient 
infini, pour l'unique valeur x^i, que nous désignerons 
par x'. Prenons la dérivée de z après avoir écrit cette 
fonction sous la forme 

'-("-if 

On trouve : 

, (j! — !)■ — a(j-l)(a; + 3) 
'- ÇTTI)! 



W 
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Le numérateur et le dénominateur sont di 
par X — l. On trouve, réductions faites : 

-, -(»+7) 



(5) 
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3 









Cette dérivée change de signe en passant par zéro 
pour a;=^ — 7; elle change de signe en passant par l'in- 
fini pour aî = l. 

Portons sur AB, à partir de l'axe des |/, les segments 
IXi= — 7, IX' = 'l; menons par le point X' la parallèle 
CD à l'axe des ;/. 

Maintenant faisons varier x. Nous observons que 
pour X très grand, % est très petit, positif ou négatif, 
suivant que la valeur infinie de x est positive ou négative. 
Lorsque m croît de — ex? à — 1, z' a son numérateur 
positif, son dénominateur négatif, et est par conséquent 
négatif. Donc 3 décroît de zéro à un minimum XiP, 

1 
qu'on trouve égal à — Té.^^ faisant.*— — 7 dans la 

formule (4) : il en résulte l'arc MP ayant AB pour 
asymptote. 

a; croissant de — 7 jusqu'à une valeur très voisine 
de \,\ — e, z' devient positif, puisque son numérateur 
change de signe, et % croit jusqu'à une valeur positive 
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très grande, ce qui donne l'arc PN ayant CD pour 
asymptote, 

œ prenant une valeur un peu plus grande que 1, i -[-t, 
2 conserve le même signe, puisque le dénominateur reste 
positif et égal à s^ Mais la dérivée change de signe, 
puisque son dénominateur devient + ^' au lieu de — E^ 
La dérivée étant maintenant négative, z décroit con- 
stamment et tend vers zéro quand x tend vers+'^" 
d'où l'arc infini SU, situé dans l'angle CX'U, et ayant 
CD et AB comme asymptotes. 

92. — Autre méthode.— Résolvons par rapport à x 
l'équation (3) : 



»=!i+i±^iii+l. (6) 

Pour que x soit réel, il faut que la quantité placée sous 
le radical soit positive: 

■I62-f 1^0, 

\ 

La valeur — rr- est un minimum absolu de z. 
■IG 

-1 
Si donc à la distance — îc de AB, nous traçons à cette 

droite une parallèle Zi, une parallèle à l'axe des x ren- 
contrera la courbe en deux points ou ne la rencontrera 
pas, suivant qu'elle sera par rapport à Zj du e&té des y 
positifs ou des y négatifs. La valeur correspondante 

1 
de se s'obtient en remplaçant 2 par — ^ dans (6); le 

radical s'annule, et l'on obtient x'^ — 7. Telles senties 
deux coordonnées du point P qui représente le minimum. 
Ce minimum étant connu, on construit aisément la 
courbe comme plus haut. 

93. — Remarque. — Telle est, sauf la disposition par 
rapport aux axes et aux asymptotes, la forme qu'on 
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trouvera toujours quand te numérateur de z sera un 
binôme du premier degré, et le dénominateur le carré 
d'une expression du premier degré. 

Nous passons à des cas où le numérateur de z se 
réduit à une constante. 



94. 



Exemple VI. — Soit 

2 a!» — 6 i» 

y 



3 a?- 
Le quotient de la divis 



a! +14. 



;5t 5, et le reste 



3 



a?-}- 14 
relative 



(3) 
, la droite AB 



Il suffit d'étudier l'ordonnée 
représentée par l'cquation 

!/=|(f.8.«). 

Le numérateur est con- 
stant,le dénominateur est un 
trinôme du second degré, - 
dont le premier terme est 
positif. Lorsque œ croit de 

~ ^ ^ îyj- ^"° ^'^^' ^" ^ 
ï[, ce trinôme décroît de +CO 



à un minimum, qui se trouve ici égal à -j-i eta; croissant 

de s à + oo, le trinôme croît du minimum à + =o. Donc 
la fraction qui représente a croit de zéro à un maximum 

PORCHOS. — Cumpl. alg. et géom. 9 
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20 



I c'est-à-dire ~ et décroît ensuite jusqu'à zéro. 

On en conclut sans peine la forme de la courbe, qui est 
symétrique par rapport à l'ordonnée maximum CP. 
95. — Exemple VIL — Soit 

S=| + I, (1) 

en posant : 



3i 



3 



(i) 



Ici, X croissant de zéro à ^i le dénominateur décroit 
le -|-oo à un minimum dont la valeur se trouve égale 
1 — -jî puis, X croissant de ^ à -]- co, ce dénominateur 
3 
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croit de - 



à -t- c 



II 



passe donc deux fois par 
zéro en changeant de 
signe, savoir lorsque x 
atteint les valeurs racines 



x' =\\ 
a^" = 2 



(3) 



et 3 passe alors par l'in- 
fini en changeant de signe. 
Après avoir tracé la 
droite AB dont l'équation 



est î/^=:i5î portons 



ir cette 



droite (flg. 48), à partir de l'axe des y, les segments IX' = 
x', IX" ^ x", et par les points X', X" menons les paral- 
lèles CD, EF à l'axe des y. Lorsque «croît de — 'x>&x',z 
croit de zéro à -\~ oo, ce qui donne l'arc infini MN situé 
dans l'angle AX'D, et ayant AB, CD comme asymptotes. 
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Lorsque x croît de ic' à ce", z devient négatif et croît 
jusqu'à -n '■ ( — t) "^ ^ "q"' POU'' décroître ensuite 
jusqu'à — oo, ce qui donne l'arc infini PQR compris 
entre les droites CD, EF, qu'il a pour asymptotes. Les 
coordonnées du point Q correspondant au maximum 

sont Xi = n' î/i^ — 'cj- Enfin, a;croissantde3î"à-|-oo, 

z décroit de -|-oo à zéro, ce qui donne la branche 
infinie ST, située dans l'angle FX"B, et ayant les côtés de 
cet angle comme asymptotes. 

La courbe est symétrique par rapport à l'ordonnée 
maximum. 

96. ~ Exemple VIIL ~ Soiî enfin 



:i 



; il admet 
■oo à 1, ce 



x^ — ^iC-[-l 

Le dénominateur de z est un carré parfai 
deux racines égales à i. Donc x croissant de ■ 
dénominateurdécroît de 
-(- co à zéro, et x crois- 
sant de là-j-co, le dé- 
nominateur croit de zéro 
à -f- =«■ I' s'ensuit que ^ 
z croît de zéro à -f- oo, 
puis décroit de + '^à 
zéro, ce qui donne deux 
branches de courbe W2i, 
PQ (flg. 49), admettant 
pour asymptotes la i'ig- «■ 

droileAB, ella parallèle 

à l'axe des y menée à la distance 1. Les deux branches 
de courbe sont symétriques par rapport à cette dernière 
-droite. 
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97. — Remarque. — Toutes les fois que le numérateur 
dç 2 est une constante, ce qui arrive évidemment quand 
les coefileients des termes en ic* et en x sont propor- 
tionnels dans le numérateur et le dénominateur de y, la 
courbe présente l'un des trois derniers types suivant que 
le dénominateur a deux racines imaginaires, deux racines 
réelles et inégales, ou deux racines égales. 

Nous avons examiné toutes les formes possibles 
qu'offre la courbe représentative de la fonction rationnelle 
du second degré. 

98. — Classilication des fonctions rationnelles du 
second dejré. — On peut prendre pour base de la 
classification de ces fonctions le calcul suivant. 

Soit, en général : 

ax^ -\-bx~\-c 
^ a'x^-\-b'x-\-c'' 

Résolvons cette équation par rapport à x. Nous trou- 
vons d'abord, en chassant le dénominateur et ordonnant 
suivant les puissances décroissantes de x'' : 

(aV — fl) a;^ -j- {b'y -~b)x-\-c'y — c==ù, (2) 



(i) 



~{b'y — b)±\J(b'y~by~k{a'y — a){c'y-c) ,„. 

^{a'y-a) ' ^ ' 

La quantité sous le radical, étant développée, est un 
trinôme du second degré en y, que nous représenterons 
par ay^ + ^y -\- ■(,''■,'§, y étant des constantes qui se 
forment au moyen des coefficients a, b, c, a', b',.c'. 

La condition de réalité des valeurs de x données par la 
formule (8) est : 

^y'+?y-\-y>o. (4) 

Il y a trois cas à distinguer. 

1" cas: a > 0. Ce cas se partage lui-même en trois. 
Si p^ — 4aï est positif, l'inégalité (4) est vérifiée pour les 
valeurs de y extérieures aux racines y', y" du trinôine (4). 
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Alors y' et y"- sont en général un minimum et un 
maximum relatifs. 

Si P' — iay est négatif, l'inégalité est vérifiée pour 
toute valeur de ^ ; il n'y a ni maximum ni minimum. 

Si pa — 4 „^ ggt nul, ii en est encore de même. Toute- 
fois le trinôme (4) est alors un carré parfait, et les valeurs 
de X données par la formule (3) sont rationnelles, et 
chacune est une fonction rationnelle du premier degré 
en y. On remarque de plus que l'une doit se réduire à 
une constante; car autrement on tirerait de l'équation 
deux valeurs rationnelles de y en fonction de x, ce qui 
est contradictoire avec l'équation (1). 

2" cas ; a<0. Ce cas se-partage en trois comme le précé- 
dent. Si (3^ -- 4 «Y est positif, l'inégalité (4) est vérifiée par 
lés valeurs de x intérieures aux racines y', y" du trinôme. 
L'une en général est un minimum, l'autre un maximum 
absolu. 

Si l'on suppose P' — 4 ay négatif, l'inégalité (4) n'est 
vérifiée pour aucune valeur de y, ce qui ne peut arriver; 
car, si l'on doiine à x une valeur réelle quelconque dans 
l'équation (1), il en résulte une valeur réelle correspon- 
dante pour y, et réciproquement la valeur de x correspond 
à la valeur dey. 

Ainsi a et {3' — 4aY ne peuvent être négatifs ensemble. 

Enfin, si |3* — 4 a^ est nul, le trinôme (4) est de la forme 
a (y — y'y, y' désignant une quantité réelle. Il ne peut 
pas être positiff mais il est nul pour une seule valeur, 
savoir y', donnée à y. Puisque y ne peut recevoir que 
cette valeur, c'est que la fraction rationnelle qui figure 
dans l'équation (1) est constamment égale à y', quel que 
soit x. En d'autres termes, l'équation (2) est vérifiée 
quel que soit x quand on y fait y = y'. Il faut pour 
cela que le coefficient de x^, celui de x et le terme 
indépendant de x soient nuls séparément, sans quoi 
l'équation en x n'aurait que deux ou qu'une racine 
suivant qu'elle serait du second degré ou se réduirait au 
premier. On a donc : 

a'y' — a = 0, h'y' — 6 = 0, c'f/' — c^O, 
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On voit qu'alors le numérateur de la fraction (1) n'est 
autre que le produit du dénominateur par y' : 

^ a'x^ -f" ^'"^ + *^' 
ce qui réduit effectivement y k \à constante y\ quel 
que soit x. 
Z' cas : a =^0. L'inégalité (4) se réduit alors à 

d'où, en divisant par [3, suivant que [3 est positif ou 
négatif: 

ce qui fait en général soit un miwîmMH), soit anmaxivium 
absolu. 

99. — Remarque. — Après avoir trouvé, d'après ces 
raisonnements, un maximum ou un minimum, il faut 
trouver ia valeur correspondante de x en remplaçant y 
par ce maximum ou ce minimum dans la formule (3), 
dont le radical disparaît par cette substitution. Mais, s'il 
arrive que la valeur correspondante de x soit infinie, le 
maximum ou le minimum n'existe pas; car, d'après la 
déflnilion, un maximum ou un minimum ne peut corres- 
pondre qu'à une valeur Unie et déterminée de x- 
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CHAPITRE X 

PROBLÈMES SUR LA LIGNE DRO[TE 

-100. — Équation générale des droites passant par un 
point donné. — Soit x', y' les coordonnées d'uti point 
donné. L'équation 

y — y'=ni{x — x'), (1) 

dans iaqueRe m désigne une constante quelconque, repré- 
sente une droite passant par ce point, puisqu'elle est 
du premier degré et qu'elle est vérifiée quand on y fait 
x = x\y = y'. 

Réciproquement, toute droite passant par ce point est 
représentée par une équation de cette forme. Car il suffit, 
pour déterminer géométriquement la droite, de donner 
un second point x", y", par lequel elle passe ; et pour 
déterminer m de manière que l'équation (1) représente 
la droite passant par les deux points, il suffit de poser : 

y" ~ y' = m(x" -x'), 
d'où 

x' —X ' 

Ainsi l'équation (1) est l'équation générale des droites 
qui passent par le point x', y'. 

101. — Équation de la droite qui passe par deux 
points donnés. — D'après ce qui précède, l'équation 
cherchée est l'équation (1), dans laquelle on donne à m 
la valeur (2). On trouve donc : 
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102, — Intersection de deux droites. — Pour trouver 
les coordonnées du point d'Intersection de deux droites 
données par leurs équations : 

ax -ir fjy + c = 0, (4) 

fl'ic-|-6'!/ + c' = 0, (5) 

il suffit de chercher les valeurs de a; et de y qui satisfont 
à la fois à ces deux équations, en d'autres termes de 
résoudre le système des deux équations. On connaît les 
formules 

bc' — cb' ca' — ac' 

ab' — ba' ' air — ba' 

Si le dénominateur ab' — ba' n'est pas nul, ces valeurs 
sont finies et déterminées, et les deux droites se coupent 
en un point unique et déterminé '. 

Si le dénominateur commun est nul, les numérateurs 
sont différents de zéro ensemble ou nuls ensemble. Le 
premier cas est celui oii les coefficients des inconnues 
dans (4) et (5) sont proportionnels entre eux et non 
aux termes connus ; ces équations sont incompatibles. 
Ce résultat s'explique géométriquement, puisque les coef- 
ficients angulaires — j, — r; sont égaux, et les ordonnées 

à l'origine — r» — tî '^^ '^ sont pas; les droites sont 

par conséquent parallèles et n'ont aucun point commun. 

Le second cas est celui où les coefficients des incon- 
nues sont proportionnels entre eux et aux termes con- 
nus : il y a indétermination. Alors en effet les coefficients 
angulaires sont égaux, ainsi que les ordonnées à l'origine: 
les deux droites se confondent en une seule, et un point 
quelconque pris sur cette droite unique doit être consi- 
déré comme commun. 

ÎÙ'S. — Équation générale des droites passant par le 
point d'intersection de deux droites données. — Soit 

1. klémenis d'algèbre, 5* éd., clia]i. xt. 
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deux droites qui se coupent, données par les équa- 
tions (4), (5). L'équation 

ax-\- by~\-C'\-'K(a'x -{- b' y -\- <''')= ^, (6) 
où X désigne une constante quelconque, représente une 
droite passant par leur point d'intersection. Car cette 
équation, qui est du premier degré, est vérifiée par les 
valeurs de x eide y qui vérifient les équations des deux 
droites. Réciproquement, toute droite qui passe par ce 
point d'intersection est représentée par une équation de 
cette forme. En effet, on peut déterminer X de manière 
que la droite représentée par (6) passe par un second 
point quelconque x', y' : il suffit de poser : 

ax' -\-by'-\-c-\-'k {a'x' -{-b'x'-ir c') = 0, (7) 
ce qui détermine la valeur de X. L'équation (6) est donc 
l'équation générale des droites passant par le point d'in- 
tersection des deux droites données. 

lOi. — Condition pour que trois droites soient 
concourantes. — Soit trois droites : 

ax -\-by -|-c=0, (8) 

a'*— 6'>/-i-c'=0, (9) 

a"x-\-b"y^c" = 0, (10) 

dont nous représenterons les premiers membres, pour 
abréger, par P, P', P''. Pour qu'elles passent par un 
même point, il faut que la troisième équation puisse se 
mettre sous la forme 

XP4-ttF = 0, (11) 

puisque telle est l'équation générale des droites qui 
passent par le point d'intersection des deux premières. 
Ainsi la condition nécessaire et suffisante est qu'on 
puisse déterminer des constantes X, p., v qui ne soient 
pas toutes nulles, et telles qu'il en résulte l'identité 
XP_^|iP'_[-vP"==0. (12) 

Dans certains cas, les constantesX, |j., v se déterminent 
à première vue. S'il n'en est pas ainsi, en égalant les 
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coefficients de a?, ceux de y et les termes connus dans les 
deux membres de l'équation (12), on obtient : 



« ^ + a' ^ + «" = 0, 
f- ^ + *' ; + b" = 0, 

C --f c'îi+ C"zzr0. 

Il faut et il suffit que les valeurs de - et de - qui satis- 
font à deux de ces équations satisfassent aussi à la troi- 
sième. Mais il est aussi simple de chercher si les valeurs 
de a: et de ^ qui satisfont à deux des équations(8),(9),(10) 
satisfont à Ja troisième. 



105. —Application 



Les trois médianes d'un triangle 
passent par un même point. 
'Cfï'X' ■ Soit un triangle ABC 
(fig. 50) dont les sommets 
A, B, G ont respectivement 
pour coordonnées a;', y';w", 
y";x"',y"'. 

Pour obtenir l'équation de 
la médiane AD, cherchons 
p -g les coordonnées Xi, yi du 

milieu D de la droite AB. 
Puisque les longueurs BD, DG sont égales, leurs projec- 
tions sur l'axe des x sont égales, d'où 
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On trouve semblabloment: 

h" + 11'" 
L'équation de la droite AD est (1° 101) : 

y-y = h~r{^-3}'), 



</ 


_Ml 


+ '"' 


• 






y — V ^^ — 


X" 


1 ,yii (* a! ) 






2 




, 29' 


-(a;" 


' + »'">& X 


'). 






ce que nous écrirons ; 












»-»'=S^ 


(!/' + 
(«=' + 


a,"+0> 


a/) 






Chassons le dénominateur 


et supprimons 


tes 


tel 


■mes 


qui se détruisent : 













j r 3a;' - (ai' +a:" + »" ) 1 + ,/ ix' + x" + x'") 

r 1 <' 

— icUi/' — (!/' + !("+!/")J^-a'(!/'+5"+l/")=0■ 
Les équations des deux autres médianes sont de mèi 
» r3ai"-Ca;'+ai" + a;"')l+s"(ai'+ai"+a;"") 

r 1 (' 

-ic|^3!,"-(!/'+!/"+!/"')J+a!"(!/'+»"+S"') = 0. 
y ?.x'''—ix'-\-x"+x'")\+y"'{x'^x" + x"') 
—a! 31/'"— (1/'+ !/"+}"') l+ai"'(t;'+j"4!/"'l = 0. 
Ajoutons ces trois équations membre à memijre : 
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somme des premiers membres est identiquement nulle. 
Donc les trois médianes passent par un même point. 

100. — Distance d'un point à une droite. Angles d'une 

droite avec les axes des coordonnées. — Nous suppose- 
rons ici les coordonnées rectangulaires. Soit une droites 
(fig. 51), OK la perpendiculaire 
abaissée de l'origine sur cette 
droite. Nous représenterons OK 
parp, quantité que nous consi- 
dérerons toujours comme posi- 
, live, quelle que soit sa direc- 
tion, et nous désignerons par a 
l'angle que fait OK avec Ox, 
c'est-à-dire l'angle dont il faut 
l'iG. 51. faire tourner Oœ autour de l'ori- 

gine, pour l'amener dans la 
direction de OK, à l'exclusion de la direction KO : cet 
angle a est compris entre zéro et 360 degrés. 

Soit M un point quelconque du plan, OP et PM son 
abscisse et son ordonnée, représentées par se et par y. 
Soit enfin MQ la perpendiculaire abaissée du point M 
sur la droite z : nous désignerons cette perpendiculaire 
par ± 8, suivant qu'elle est dirigée dans le sens de OK 
ou dans le sens opposé. 

Cela posé, la somme des projections sur OK des côtés 
de la ligne brisée fermée OPMQKO est nulle. Or les 
angles que font avec OK les côtés 

OP, FM, MQ, QK, KO 
sont égaux respectivement à 

a, a — 90°, 0", 90", -180"; 
d'où l'équation 

icCOSa-|- 1/ sin a±ô — /; =0, (18) 

et par suite 

4;S = a; cos a. -\- y s'm Ci —• p . (19) 
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En particulier, si le point M est sur la droite s, 3 est 
nul, et cette équation se réduit à 

X cos oi.-\-y sin a — p =^ 0. (20) 

Puisqu'elle exprime alors la condition nécessaire et 
suffisante pour que le point dont les coordonnées sont x 
et y soit sur la droite z, elle est l'équation même de cette 
droite. 

107. — Nous venons donc de démontrer de nouveau 
que toute droite est représentée par une équation du 
premier degré. Mais l'équation étant mise sous la 
forme (20), qu'on appelle la forme canonique, les coeffi- 
cients de ic, de !/et le terme connu ont une significa- 
tion remarquable, puisque les deux premiers sont le 
cosinus et le sinus de l'angle que fait avec les axes la 
perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite, et le 
dernier est la longueur de cette perpendiculaire changée 
de signe. 

108. — Une autre propriété de l'équation (20), d'après 
l'équation (19), est la suivante : 

la distance d'un point quelconque du plan à une droite 
est, en valeur absolue, la valeur que prend le premier 
membre de Vëquation canonique de la droite, quand on y 
substitue les coordonnées du point. 

109. — Soit maintenant l'équation lî'une droite mise 
sous la forme 

ax^by-j-c^O, (21) 

où a, b, c désignent des quantités quelconques. Soit (20) 
l'équation canonique de la même droite. L'équation (21) 
et l'équation (20) représentant la même droite doivent 
avoir leurs coeflîcienls proportionnels, puisqu'on doit 
déduire de l'une comme de l'autre le môme coefficient 
angulaire et la même ordonnée à l'origine. D'où 
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Of, d"après un théorème connu sur les proportions, 
cos g sin g \/sin^ a -|- sin' " _ -1 



.. (23) 



iv/'^M^ ~±v'^Hi;^ '^~±v/«M^ 

Puisque p est une ([uantîté positive, on doit prendre 
devant le radical le signe "|- ou !e signe — suivant que c 
est négatif ou positif. Les formules (23) font donc con- 
naître les angles que fait avec les axes la perpendiculaire 
abaissée de l'origine sur la droite (21), ainsi que la 
distance de cette droite à Torigine. 

Quant à la distance d'un point quelconque x, ^àla 
droite, elle est donnée par la formule (10), où cos a, 
sin se et — p doivent être remplacés par leurs valeurs 
fournies par les formules (23), savoir : 

MO, — Angle de deux droites. — Si les équations des 
deux droites sont mises sous forme canonique : 

X cos a 4- 1/ sin o; — p = 0, 
X cos a.'-\~y sma' — p -^ 0, 

l'angle des deux droites est l'angle des perpendiculaires 
abaissées de l'origine sur chacune d'elles, c'est-à-dire 

Si les équations sont données sous les formes (4), (5), 
désignons par V l'angle des perpendiculaires abaissées 
de l'origine sur les deux droites, et, pour préciser, l'angle 
direct dont il faut faire tourner la seconde perpendicu- 
laire pour l'amener sur la première. Cet angle est 
encore « — a', el c'est aussi celui des deux droites. Or 

cos V = cos a cos h' -f- sin a sin «, 
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et, d'après les formules (â3j, 

,, aa'-4-bb' ,t, 

cosV — ,- - ■—; - - (2o) 

Le signe qu'il faut prendre devant chacun des deux 
radicaux <Ja°--\-b^, \/a'^-\-b'^ est, comme on l'a déjà dît, 
le signe opposé respectivement à celui de c et de c'. 

Au reste, si l'oti n'insiste pas sur la détermination de 
ces signes, on peut dire que les droites forment en géné- 
ral deux angles, l'un aigu, l'autre obtus, dont les cosinus 
sont égaux et de signes contraires. Ces cosinus sont don- 
nés l'un et l'autre par la formule (25). 

m. — COROLLAmE. — La condition pour que les deux 
droites soient rectangulaires est que cos V soit nul, c'est- 
à-dire : 

aa' + W^O. (26) 

li'2. — Autre expression de l'angle de deux droites. 
Clierchons la tangente dé l'angle des deux droites. En 
appelant p et p' les angles qu'elles forment avec l'axe des 
X, et V l'angle direct dont il faut faire tourner la seconde 
pour l'amener dans la direction de la première, on a : 

'"" * "IH-lailglSlangP' 
Or les tangentes des angles p et P' sont les coefficients 
angulaires m et m' des droites, d'où 

,.„gV = i^. (27) 

Sous cette forme on voit que la condition pour que V soit 
nul, c'est-à-dire pour que les droites soient parallèles, est 
m — m'=^ 0, proposition évidente d'ailleurs. La condition 
pour que les droites soient rectangulaires est que tang V 
soit infinie, et par suite 
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Si l'on écrit ~r; — n à la P'^ce de m et de m', cette 
condition prend la forme (26). 

113. — Coordonnées d'un point situé sur une droite 
donnée. ^ Soit une droite z'z 
(fig. 52) déterminée par les 
coordonnées xo, ye d'an de 
ses points, A, et par l'angle ç 
que fait avec l'axe des x la 
direction z'z- Soit M un quel- 
conque des points de la droite, 
X et y ses coordonnées. Les 
projections de AM sur l'axe 
FiG, 62. des X et sur l'axe des y sont 

respectivement, en grandeur 
et en signe. x—Xo, y — yc, d'où, en désignant la valeur 
algébrique du segment AM par l : 

X — Xû^=l cos <f, y — ■ ya^=i sin ç, 

et par suite : 

x~x^-\-lcosif, y = y<i-\-l sin ip. (20) 

En éliminant / entre les équations (29), on aurait l'équa- 
tion de la droite; mais, si l'on donne à ( successivement 
toutes les valeurs de — oo à -j-oo, ces équations four- 
nissent les coordonnées de tous les points de la droite. 
Les équations (18) prises simultanément sont souvent 
plus utiles que l'équation même de la droite. 
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CHAPITRE XI 



EQUATION DU CERCLE 



\U. — Distance de deux points. — Soit deux points 
M', M" donnés par leurs coordonnées rectangulaires x', 
y' pour le premier, x'', y" pour le second. Traçons ces 
coordonnées OP', OP", P'M', P"M" (fig. 53) et menons la 
parallèle M'Q à l'axe des x jusqu'à sa renconlre en Q avec 
P"M". Les segments M'Q, QM" sont égaux en valeur abso- 
lue à x" — x', y"~'y'- D'ailleurs le triangle rectangle 
M'M"Q donne la relation 



d'où 



M'M" =-M'Q +QM" 



W'M" =ix"-xr']-{y"--yr- (I) 

Telle est la formule qui exprime le carré de la distance 
de deux points. 



115. — Équation du cercle. — Soit un cercle (fig. 54) 
dont le centre a pour coordonnées a et p, et dont le 
rayon OM est égal à r; soit x, y les coordonnées d'un' 
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quelconque de ses points M. Pour exprimer que le pointM 
est sur ce cercle, il suffit d'écrire que OM ;=»■*, ou d'après 
la formule (1) : 

ix-<.y-\-(y~^r^r^. (2) 

Telle est l'équation g-énérale du cercle. On trouve en 
la développant : 

Cette équation est du second degré en x et y. les coef- 
ficients des carrés des variables sont égaux, et il n'y a 
pas de terme contenant le produit xy des variables. 

116. — Réciproquement, toute équation du second 
degré entre x et y, dans laquelle les coefïicients des carrés 
des variables sont égaux et où n'entre pas le carré des 
variables, représente un cercle. 

Soit en effet une telle équation : 

Divisons par A, et posons t = c, -j- = c , -j-^ di 

x^-\-y^-\-cx-\-c'y~\-d = 0, 
ce qu'on peut écrire : 

{-+i)'+{n+Ç)'-(^j+Ç-i)=o. (») 

Cette équation devient l'équation (2), si l'on fait 

| = -S ~=-^, ~-\-Ç-d = r\L'éqmtion(4)ve- 

présente donc un cercle. Le calcul précédent fait con- 
naître les coordonnées du centre et le rayon. 
Toutefois, pour que l'équation représente véritablement 

un lieu géométrique, il faut que la quantité ■? +"T — '^^ 

qui représente le carré du rayon, soit positive. Dans le 
cas contraire, le premier membre de l'équation (5) est 
la somme de deux carrés et d'une constante positive. 
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L'équation ne peut être vérifiée pour les coordonnées 
d'aucun point réel. On dit dans ce cas qu'elle représente 
un cercle imaginaire. 

Si le centre est pris pour origine, œ et p sont nuls, et 
l'équation (2) se réduit à 

x' + f = <'. (6) 

C'est l'équation du cercle rapporté à son centre, 

HT. — Tangente au cercle. — Proposons-nous de 
trouver la tangente en un point du cercle dont les coor- 
données sont a^i et y,. Le coefficient angulaire de cette 
tangente est la dérivée par rapport à a! de la fonction y 
définie par l'équation (6), dérivée dans laquelle il faudra 
mettre Xi à la place de x. Or l'équation (6) peut s'écrire : 



d'oii 



et en mettani Xi à la place de x : 



Mais le coefficient angulaire de la droite qui joint le 
centre, ou l'origine, au point Xi, j/i, est — • Si donc on 

appelle m le coefficient angulaire de ce rayon, et m' celui 
de la tangente, ii y a entre m et m' la relation 

mm' -|- 1 = 0, 
d'oij ii résulte (n° 112) que la tangente en un point du 
cercle est perpendiculaire à rextrémité du rayon. 

118. — Quant à l'équation de la tangente au point con- 
sidéré, elle est : 

Xi , , 

ou 
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et enfin, en observant que )e point *,, î/,, est sur le 
cercle : 

xx, + yy, = r"-. (7) 

119, — Puissance d'un point par rapport à un cercle. 
Soit le cercle représenté par l'éqnation déjà consiiJéréc : 

(a:-.)- + (j-P)'-i-' = 0. (2) 

SoitA un point du plan, dont les coordonnés sont aîo, î/o, 
et une sécante quelconque menée par ce point. Désignons 
par f l'angle qu'elle fait avec l'axe des x, par ( la distance 
du point A à un point M quelconque pris sur cette sécante : 
nous avons vu (n" 113) que les coordonnées du point M 
sont exprimées par les formules 

x^^Xo-^-lcosrç, î/=^!/o + ? sin tp. 

Si M est un des points d'intersection de la sécante et du 
cercle, ces coordonnés satisfont à l'équation du cercle. 
Donc 
(ico - « + ; cos oy +(;/„- p + i sin 9)^ - r' ^ 0. (8) 

Les racines de cette équation en l sont les segments 
compris entre le point A et les points d'intersection de la 
sécante avec le cercle. Gomme elle est du second degré, 
la sécante coupe le cercle en deux points, réels ou ima- 
ginaires. 

Cherchons le produit des racines de l'équation (8). Le 
coefficient du terme en P est sin^ cp -|- cos' ç — I ; le terme 
connu est : 

K = (x,^ar-\-(y,~^y~r\ (9) 

Donc le produit des racines est égal à ce terme connu. 
Or il est indépendant de (p, c'est-à-dire de la direction de 
la sécante. D'où le théorème déjà démontré en géométrie: 

Si, par un point pris dans le plan ë'un cercle, on mène 
à ce cercle diverses sécantes, le produit des segments 
compris entre ce point et (es deux points d'intersection 
de la sécante avec le cercle est constant. 

120. — Ce produit s'appelle la puissance du point par 
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rapport au cercle. On voit à priori qu'il est positif, négatif 
ou nul suivant que le point est extérieur au cercle, inté- 
rieur, ou situé sur la circonférence. C'est ce qu'on peut 
déduire aussi de la formule (9). 

121. — Axe radical, ~~ Cherchons le lieu géométrique 
des points d'égale puissance par rapport à deux cercles, 
représentés par les équations 

(^-a)'-f(î/_pr~r^^O, (10) 

{x~:ir + (y-?y-r'^0. (11) 

Soit Xa, ya les coordonnées d'un point d'égale puissance. 
D'après l'expression (9) de la puissance, on a: 

(a;o-«)^ + (!/»-p)'-r'=(a;«-a7 + (î/o-PT-'-'^ 
Telle est la relation cherchée entre les coordonnées d'un 
point du lieu, c'est-à-dire l'équation du lieu. Nous l'écri- 
rons, en supprimant les indices: 

<3--— )■+(!/-»'-•■''-[(»—')•+(»-?')' -<■"] = <)■(«) 

On voit en développant que les termes en x^ et en y^ dis- 
paraissent. Le lieu, dont l'équation est du premier degré, 
est donc une droite. On l'appelle l'axe radical des deux 
cercles. 

Si les deux cercles se coupent, les coordonnées de 
leurs points communs annulent les quantités {x — a)^ 
-hiV — ^y — rMx — a'y -\-(y — Py^r'\ et par con- 
séquent satisfont à l'équation (12). Dans ce cas, l'axe 
radical n'est autre que la droite joignant les points d'in- 
tersection des deux cercles. 

Dans tous les cas l'axe radical est perpendiculaire à la 
droite qui passe par les centres. Car, si l'on prend cette 
dernière droite pour axe des x, (3 et ^' sont nuls, et 
l'équation (12), ne contenant plus alors de terme en ^, 
représente une parallèle à l'axe des )/. 
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CHAPITRE XII 
DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES 




192. ^ Un des problèmes auxquels la géométrie ana- 
lytique se prête le plus facilement est la recherche des 
lieux géométriques. Dans certains cas simples, elle 
permet d'en écrire immé- 
diatement l'équation. 

Exemple I. — Trouver le 
lieu des points tels que la 
X différence des carrés de leurs 
~~ distances à deux points 
donnés A e! B soit égale à 
une quantité donnée k*. 
Prenons pour axe des x 
l'ic. 55. la droite passant par les 

points donnés, pour axe des 
y la perpendiculaire menée à cette droite par son milieu 
■0. Désignons fa longueur AB par 2«; soit M un point du 
lieu (fig. 55), X et y ses coordonnées. 
D'après une formule générale : 

Écrivons que la différence de ces expressions est égale 
à k^. Nous trouvons par des réductions évidentes: 



C'est l'équation d'une droite z perpendiculaire à la 
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droite AB. La distance OP à l'origine est donnce par ia 

formule OP^t— et est facile à construire, puisque le est 

moyenne proportionnelle entre 4 a et cette distance 
inconnue, 

123, — Exemple II. — Trouver le lieu des points tels 
que la somme des earrés de leurs distances à deux points 
donnés A e( B soit égale à une quantité donnée k-. 

En égalant à fc^ la somme des valeurs de MA clSIG , on 
trouve : 

ou 

, , , r — 2a^ 



équation d'un cercle ayant pour centre le milieu de ia 
distance des deux points, et pour rayon xI— 



-2a^ 



Pour 



que ce cercle soit réel, il faut que h^ soit plus grand 
que 2a^. S'il est égal à 2«% le cercle se réduit à un point, 

124. —Exemple III.— Un angle de grandeur constante 
3M( glisse sur un plan de manière que ses deux 
côtés passent par deux points fixes A et B. Trouver 
le lieu décrit par son 
sommet, 

Prenons pour ase des 
X la droite AB (fig. 56), 
pour axe des y la per- 
pendiculaire menée à 'iL^ 
cette droite par son mi- 
lieu 0. Désignons l'angle 
donné par V, les coeffi- 
cients angulaires des 
droites MA, MB par m '■"■■ ''^■ 

et m'. 

Si les côtés eux-mêmes de l'angle AMB passent par 
A et B, on a; 

zm = mx — MAx, 
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,j _ tang MBa; — tang MAa; m' — m 

^ 1-1- tang MBa; lang MA^ i-{-mm' 

Mais l'angle, en glissant, atteint des positions telles 
que 3'MT, dans lesquelles un de ses côtés VL'z' passe, par 
exemple, par le point A, et le prolongement t'i de l'autre, 
par le point B. Alors 

V — ^^"^ M'Ba;' -\- tang M'Aie 

Mais tang M'Bx', ou tang t'iBx est le coefficient angulaire 
m' de la droite M'B; tang M'AjT est égale et de signe con- 
traire à la tangente de l'angle supplémentaire z'Ax, c'est- 
à-dire à — m. Donc, dans tous les cas : 

,, m' — m 

tang V — .— i ;■ 

° 1-j-mm' 

Désignonsparaiel y les coordonnées d'un point du lieu, 
M ou M', par 2 c la longueur AB : les coefficients angu- 
laires des droites AH, BM sont: 



a;-j-« x — a 

Portons ces valeurs dans l'expression de tang V: 



„ œ — a x-i-a 
tang V = ' 



' a;* — «* 
Multiplions haut cl bas par x^ — a*: 

tang V^ , , / ;, 

ou en chassant le dénominateur, et multipliant parcotV: 
x'^-^-jf — ta cot V. y — «- = 0. 
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C'est l'équalioii d'un cercle dont le centre est sut' l'axe 
des X et a pour ordonnée a eot V- 

125. — Mais la recherche des lieux géométriques peut 
être plus compliquée. Soit deux courbes représentées 
par les équations 

r{x,y,m) = i), (1) 

entre x, y et une constante m à laquelle on peut donner 
différentes valeurs : une pareille constante s'appelle un 
paramétre. Pour chaque valeur donnée à m, les équa- 
tions (1) et (2) représentent deux courbes particulières, 
qui se coupent en un ou plusieurs points : les coordon- 
nées de ces points sont les valeurs de œ et de y qui satis- 
font simultanément aux deux équations. Lorsque m prend 
différentes valeurs, ces points d'intersection se déplacent 
en décrivant une certaine ligne, qui est le lieu géomé- 
trique des points d'intersection des courbes (1) et (2). Il 
s'agit de trouver ce lieu géométrique. 

Si l'on remplace x et y. par les coordonnées d'un point 
du lieu, les équations (1) et (2) en m ont une racine 
commune. Réciproquement, si l'on donne une même 
valeur à m dans ces mêmes équations, elles déterminent 
un ou plusieurs couples de valeurs de 3J et de !/ qui sont 
les coordonnées d'un point du lieu. Donc l'équation du 
lieu est la relation, entre te et y, nécessaire et suffisante 
pour que les équations (1) et (2) aient en m une racine 
commune. Trouver cette relation, c'est un problème 
d'algèbre qui s'appelle éliminer m entre les équations (I) 
et (2). Nous savons le résoudre dans des cas simples, par 
exemple lorsque l'une de ces équations est du premier 
degré en m : alors on résout cette équation par rapport 
à m, et l'on porte dans l'autre équation la valeur ainsi 
trouvée. L'élimination peut présenter des difficultés plus 
ou moins grandes- Quoi qu'il en soit, nous voyons que 
le problème de trouver le lieu géométrique des points 
l'ORCiios. — Coinpl. alg. et géom, 6 
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d'iiilersection des courbes (1) et (2) se résout en élimi- 
nant m entre ces deux équations. 

126. — Soit maintenant trois équations : 

f(x, y, m, m')=0, (3) 

A (*i !/) "^1 m')^0, (4) 

A (*j ï, w»! »»') = 0, (5) 

entre j:', y et deux paramètres m, m'. Si l'on donne à m 
une valeur quelconque, ces équations déterminent en 
général un ou plusieurs systèmes de valeurs de x, y, m' 
satisfaisant à la fois aux trois équations; en sorte que si 
l'on attribue à m' une des valeurs ainsi déterminées, les 
trois équations représentent trois courbes qui ont au 
moins un point commun. Supposons maintenant que m 
prenne ditîérentes valeurs, et m' des valeurs correspon- 
dantes, ce point commun aux trois courbes se déplace 
en décrivant un certain lieu géométrique. L'équation de 
ce lieu se trouvera encore en éliminant m et m' entre les 
équations (3); (4), (5), c'est-à-dire en cherchant la rela- 
tion, entre x et y, nécessaire et suffisante pour que les 
trois équations entre m et m' soient compatibles. 

On voit de mÉme, plus généralement, qu'un système 
■de n équations entre x,y et » — i paramètres déter- 
mine un lieu géométrique, dont on obtient l'équation en 
éliminant les n — i paramètres, 

127. — Exemple IV. — Dans un triangle ABC (fig. 57) 
on mène une parallèle quel- 
conque GH ai* côté BC : trou- 
ver le lieu- des points de ren- 
contre des diagonales du tra- 
pèze BCHG. 

Prenons pour axe des x le 
-^ côté BC, pour axe des y la 
médiane AO du triangle. Dési- 
gnons OC par a, OA par 3. 
L'équation de la droite GH, 
parallèle à l'axe des x, est 
y = m; celle de la droite AG (n° 24) est : 




I 
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2 + 1-1 = 0. 

L'équation de la droite BH, passant par le point de 
rencontre de GII et de AG (n" 103), est de forme 

!/-'» + >■ (; + |-l)=0, 

et il faut déterminer X de manière qu'elle soit vérifiée 
par les coordonnées du point B, qui sont — ^ a et zéro. 
D'où 



et l'équation de la droite BlI est : 

m fx , y ,\ 



»-î(!+f+')=°- 



L'équation de la droite CG s'en déduit en changeant 
H en —a, savoir : 

Voilà deux lignes dont les équations contiennent un 
paramètre)». Il suffit (n° 125) d'éliminer m entre ces deux 
équations. On trouve en divisant par m et en retranchant 
membre à membre : 

2 -^0, d'oùic = 0. 

Le lieu demandé est donc l'axe des y, c'est-à-dire la 
médiane AO- 

Toutefois nous avons trouvé la condition pour que les 
deux équations en m aient une solution commune antre 
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que zéi'O. Elles ont encore la solution commune m=^ 
si l'on suppose ^ = ô. C'est l'équation de la droite BC. 
En effet, si la droite GH se confond avec BC, les droites 
BH, CG se confondent avec la droite HB et ont en 
commun tous les points de la droite AB. Cette droite 
peut donc être considérée comme faisant partie du 
lieu. 

En résumé, le Heu se compose de l'ensemble des droites 
indéfinies BC, AO. 
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DEUXIEME PAUTIE 

GÉOMÉTRIE 

CHAPITRE PREMIER 

L'ELLIPSE 

Définition. Tracé. Symétrie. 

1. — Définition. — L'ellipse est le lieu géométrique 
des points d'un plan tel que la somme de leurs distances 
à deux points fixes appelés foyers est constante. 

On appelle rayons vecteurs d'un point du plan les dis- 
tances de ce point aux foyers. 

Nous désignerons par 2c la distance des foyers, par 
2 a la somme des rayons vecteurs d'un point delà courbe. 

On appelle excentricité le rap- 
port — 

2. — Tracé de l'ellipse d'un 
mouvement continu. — Soit F, F' 
les foyers. Ou fixe aux deux foyers 
les deux extrémités d'un fil inexten- fjg. l. 
sible de longueur égale à 2«. On 
tend ce 111 FMF' avec une pointe que l'on fait glis 
le plan : la pointe M décrit l'ellipse (flg. 1). 
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3. — Remarque I. — Ce tracé prouve que l'ellipse est 
une courbe fermée. 

4. — REjfARQUE IL — Si les deux foyers sont con- 
fondus en un seul point 0, la courbe devient une circon- 
férence de centre 0. Si, les deux foyers étant distincts, la 
longueur 2 a donnée au fil est leur distance 2 c, l'ellipse 
se réduit à la droite limitée FF'. La circonférence et la 
ligne droite (limitée) sont donc deux cas particuliers de 
l'ellipse, savoir ceux oii l'excentricité est égale à zéro ou 
à l'unité. 

5. — Construction de l'ellipse par points. — Soit 
le milieu de la distance des foyers F, F' (fig, 2). Sur la 

ilroite indéfinie qui 



s 


joint les foyers, 


'-•Si 


prenons de part et 


-ïïi .... y \_ J::B- 


d'autre du point 




leslongueursOAel 


/ 1 /■' \ 


OA' égales à «. Les 


's ,■' : .'' ■ ,■' : 


deux points A et A' 


"""r--::::;'o[r;;;ig:-|^'-t^-- 


" appartiennent à 




l'ellipse. Car la 




somme des rayons 


1 /"" /ir 


vecteurs du point 




A, par exemple, est 


■'"'; 


AF + AF', ou AF 


iM' 


-HFA',ouenfin2ffl, 


l'IG, 2, 


puisqueAF'i^FA'. 




D'ailleurs ces 


points A et A' sont les seuls c 


ommuns à la droite 



indéfinie FF' et à la courbe. Car tout point pris sur la 
droite, en dehors de l'intervalle AA', a des rayons vec- 
teurs plus grands que ceux du point A, et tout point pris 
entre A et A' a des rayons vecteurs dont la somme est 
moindre que celle des rayons vecteurs du point A. 

Ensuite partageons la distance AA' par un point quel- 
conque P. Décrivons des points F et F' comme centres 
des cercles ayant AP, A'P comme rayons. Si ces cercles 
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se coupent en un point M, ce point appartient à l'ellipse, 
car la somme de ses rayons vecteurs MF -j- MF' est égale 
àAP + PA', c'est à-dlre à 2a. 

6. — Pour que ces deux cercles se coupent, il faut que 
la distance des centres soit moindre que la somme des 
rayons et plus grande que leur différence, La première 
condition consiste en ce que la distance des foyers 2 c 
doit être plus petite que 2a; sa nécessité est évidente. 
Pour exprimer la seconde, écrivons sous cette forme les 
rayons des deux cercles : 

leur différence est 2 01', et la condition se réduit à 

2 c> 2 OP, 
ou 

OOP. 
Elle revient à dire que le point P doit être situé entre F 
et F'. 

En donnant à ce point toutes les positions possibles 
entre F et F/ on obtiendra tous les points de la courbe. 

7. — Axes de l'ellipse. — Lorsque les deux cercles de 
la construction précédente se coupent, leurs deux points 
d'intersection M, il' sont symétriques par rapport à ia 
droite AA'; donc la droite qui joint les deux foyers est 
un axe de symétrie de l'ellipse. 

La perpendiculaire menée à la droite qui joint les 
foyers, par son milieu, est un second axe de symétrie. 
Soit en effet deux points M, M) symétriques par rapport 
à cette perpendiculaire yy' : leurs rayons vecteurs MF, 
MiF',MF',MiF sont égaux deux à deux comme symé- 
triques par rapport à yy'. Donc la somme des rayons 
vecteurs du point Mi est égale à celle du point M, et, si 
l'un appartient à la courbe, il en est de même de 
l'autre. 

8. — Sommets. — On appelle sommets les points où 
les axes rencontrent la courbe. Nous connaissons déjà 
ceux de l'axe Ai'. Pour avoir les points de la courbe 
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situés sur l'axe pf, il suffit de remarquer que les deux 
rayons vecteurs de l'un de ces points sont égaux; comme 
leur somme vaut 2 a, chacun d'eux vaut a. Les points 
cherchés B, B' sont donc à l'intersection de la droite yn' 
et d'un cercle décrit d'un des foyers F comme centre 
avec a pour rayon. 

Désignons par 2 6 la longueur de l'axe BB'. Dans le 
triangle rectangle BOF, l'hypoténuse BF, ou a, est plus 
grande que le côté de l'angle droit OB, ou b. L'axe AA' 
est donc plus grand que l'axe BB', Le premier s'appelle 
le grand axe, le second le petit axe. Le grand axe, pas- 
sant par les foyers, s'appelle aussi axe focal. 

On voit que l'ellipse a quatre sommets, ceux du grand 
axe, A, A', et ceux du petit axe, B,B'. 

9. — Connaissant les sommets, il est facile, inverse- 
ment, de construire les foyers : il n'y a qu'à décrire un 
cercle du point B comme centre, avec a pour rayon ; les 
points F, F' où il coupe l'axe AA' sont les foyers. 

Le triangle rectangle OBF, où les trois côtés sont res- 
pectivement égaux à a, b, c. donne la relation entre ces 
trois quantités : 

10. — Centre. — Le point 0, milieu de la distance des 

foyers, est un centre de sy- 

,/M métrie de l'ellipse. 

.^-'/'\ Soit en effet M un point 

_,,---'' / '\ de la courbe (fig. 3). Menons 

,,--"' / \ ladroiteMO,etprolongeons- 

p, :-;.'.'. /.'__.._ [y^. la d'une longueur OM'=MO: 

y^ ,,.-''' les deux points M, H' sont 

,,.--'' symétriques par rapport au 

\ / ,,--'" point 0. Les rayons vecteurs 

y^:'' MF, M'F' sont égaux comme 

symétriques par rapport au 

Fie. s. point 0, et il en est de même 

des rayons vecteurs MF', 

M'F : donc la somme des rayons vecteurs du point M'est 
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égale à celle du poiat M, et lo point M' est sur la courbe. 
En d'autres termes, les points de la courbe sont symé- 
triques deux à deux par rapport au point 0. 

H. — Diamètres. — On appelle diamètre de l'ellipse 
toute droite joignant deux points de la courbe en passant 
par le centre. 

Théorème. — Les tangentes en deux points de f ellipse 
symétriques par rapport au centre sont parallèles. 

Soit en effet une sécante MS (fig. 4) passant par un 
point M, et P un second point où elle coupe la courbe. 
Construisons les points M', P' symétriques par rapport 
au centre 0, et menons par ces points la droite M'S' : 
elle est symétrique de MS, et par suite parallèle à cette 
droite. Supposons que la sécante MS tourne autour du 
point M jusqu'à ce que le point P se confonde avec le 
point M, c'est-à-dire jusqu'à ce qu'elle devienne la tan- 
gente MT; le point P' vient alors se confondre avec le 
point M', et la droite M'S' devient aussi la tangente M'T'. 
Puisque les sécantes MS, M'S' sont constamment paral- 
lèles, il en est de même de leurs limites MT, M'T'. 



i2. — Point intérieur, point extérieur. — Suivant 
qu^un point est extérieur ou intérieur à l'ellipse, ta somme 
de ses rayons vecteurs est plus grande ou plus petite gue 
le grand axe. 

i' Soit d'abord (fig. 5) un pointM extérieur à la courbe. 
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Menons la droile FM, soit N le point, situé entre F et M, 
où elle rencontre la courbe. Menons les droites MF', NF'. 
D'après la définition de la conrbe : 
]NF + NF'==2«. 
Or, d'après une propriété du triangle: 

NM-)-MF'>KF'. 
Ajoutons ces deux relations membre à membre : 

fîF -f- KF' + NM + MF' > 2 a + NF'. 
Remplaçons NF-j-NMparMF, et supprimons NF' de 
part et d'autre, il vient : 

M['^ + MF'>âff. 
2° Soit un point intérieur M'. Menons la droite FM', soil 
N le point où, prolongée, elle rencontre l'ellipse. Menons 
les droites M'F', NF'. On prouve exactement de même : 

MT-HM'F'<NF + ]NF' 
ou 

M'F-[-M'F'<2rt. 

■13. — Cercles directeurs. — Soit M un point de l'el- 
lipse {fig. 6). Menons le rayon vecteur FM, et prolongeons- 

„, le d'une longueur MN= MF'. 

Il en résullo FN = '■2a, et te 
lieu du point N est un cercle 
décrit du point F comme centre 
avec 2 a comme rayon. Ce 
I cercle s'appelle cercle direc- 
teur. Ainsi : 

Les cercles directeurs de l'el- 
lipse sont les cercles décrits de 
chaque foyer comme centre 
avec le grand axe •pour rayon. 
Fig. e. Observons maintenant que la 

droite MN dirigée suivant le 
rayon FMN est la plus courte distance du point M à la 
circonférence. Car, si l'on prend sur la circonférence un 
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aufre point quelconque K' et qu'on mène ies droites 

MN', FN', on a : 

FN'<FM + MN', 
ou FN<FM + MK', 

et en retranchant FM de part et d'autre : 

MN < MN'. 

IL en résulte que tout point de l'ellipse est équidistant 
de l'un des foyers et du cercle directeur ayant l'autre 
foyer comme centre. 

14. — Réciproquement tous les points équidistants d'un 
cercle et d'un point intérieur à ce cercle sont sur une 
ellipse. Soit en effet (flg. 6) un cercle décrit d'un point F 
comme centre, M un point équidistant de ce cercle et 
du point intérieur F' ; par iiypotlièse, si l'on mène la 
droite MF', et si l'on prolonge la droite FM jusqu'à son 
point d'intersection N avec le cercle, MF' ^= MN. Mais 
puisque FM -|- MN est égal à une quantité constante, 
savoir au rayon du cercle, qu'on peut appeler 2«, il 
en résulte MF'H-MF' = 2«. Nous conclurons de là cette 
autre définition de l'ellipse : 

L'ellipse est le lieu géométrique des points équidistants 
d'un cercle fixe et d'un point intérieur à ce cercle. 

Le centre et le point fixe sont les deux foyers; la rayon 
du cercle est la longueur du grand axe. 

Intersectian de la courbe et d'une droite. 
Tangente. JN'ormale. 

15. — Problème, — Décrire un cercle passant par 
deux points donnés A, B, et tangent à une circonfèi'ence 
donnée 0. 

Supposons le problème résolu. Soit ACB (fig. 7) la cir- 
conférence cherchée, I son centre, C le point de contact. 
Imaginons la tangente commune en G aux deux circon- 
férences, et soit Pie point où elle est coupée par la droite 
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lÛK GÉOMIÎTKIE. 

AD. Menons par le point P une droite quelconque cou- 
pant la circonférence en deux points M, N. La droite PC 
étant tangente à chacune des deux circonférences 0, I, 
et les droites PNM, PAB leur étant respectivement 
sécantes, il en résulte : 

Pc' = P.\xPM, 
PC' = PA X PB, 
d'où 

PAXPB^P-'JXPM, 
el. par conséquent les quatre points A, B, N, M sont sur un 
même cercle. 
.^ D'où la con- 

,,--'' i\ struction : 

,,--'' ii \ On trace par 

les points A, B 
un cercle quel- 
conque cou- 
pant le cercle 
donné en 
deux points M, 
N, on mène les 
droites AB,MN, 
et par leur 
point d'inter- 
section P une 
tangente PC au 
cercle : C est 
Fiû, 7. lepointdecon- 

tact cherché. 
Le centre I du cercle demandé est à l'intersection de la 
droite OC et de la perpendiculaire élevée à AB par son 
milieu. 

Le cercle I ainsi construit est bien tangent au cercle 0. 
Car PC étant tangente, PNJI sécante au cercle 0, il en 
résulte : 

PC' = PNXPM. 
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De plus PMM, PAB étant toiiles deux sécantes au cercle 
auxiliaire ANMB, &n en conclut : 

PAXPB = PNXPM, 
el par conséquent: 

rc' = PAxPB; 

d'oiÀ il suit que le cercle mené par les points A, C, B est 
langent à la droite PC. Les deux cercles I, 0, tangents à 
la même droite PC au niCme point, sont donc tangents 
entre eux. 

16. — Discussion, — Si le point P est extérieur au 
cercle donné 0, on peut par ce point mener deux tan- 
gentes PC, PC à ce cercle, et il y a deux cercles 1,1' satis- 
faisant à la question. 

Si ce point P est intérieur au cercle 0, il n'y en a 
aucune. 

Enfin, si le point P est sur le cercle 0, on ne peut 
mener par ce point qu'une tangente à ce cercle, et il n'y 
a qu'une seule solution. En d'autres termes, lorsque le 
point P tend vers un point de la circonférence 0, les deux 
tangentes menées par ce point au cercle tendent à se 
confondre en une seule, et les deux cercles I et I' à se 
confondre en un seul. 

Or le premier, le second et le troisième cas se pré- 
sentent suivant que : 1° les points A et B sont tous deux 
extérieurs ou tous deux intérieurs au cercle 0; 2° l'un 
est intérieur et l'autre extérieur; 3' l'un d'eux est sur îe 
cercle 0. En effet : 

1° Si les point A et B sont tous deux extérieurs ou tous 
deux intérieurs au cercle 0, les quatre points A, N, M, B 
se ^présentent sur le cercle auxiliaire dans l'ordre AKMB ; 
le point de rencontre des deux cordes AB, MN est sur le 
prolongement de la corde MN du cercle 0, et par consé- 
quent extérieur à ce cercle. 

2' Si les points A et B sont l'un intérieur, l'autre exté- 
rieur (fig. 8), les points se présentent sur le cercle auxi- 
PoncHOH. — Gompl, alg. et géom, 7 
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liaire dans l'ordre ANBM, les deux droites AB, MN se 
coupent en un point situé entre M el N, et par conséquent 
intérieur au cercle 0. 

3° Enfin, si le point A par exemple est sur le cercle 
(fig. 9), le point K se confond avec le point A, el par 
suite le point P lui-même se confond avec le point A. 





Au reste, dans ce troisième cas, il est évident à priori 
que le point de contact est le point A. Le centre 1 du 
cercle cherché est donc sur la droite OA, puisque la droite 
des centres doit passer par le point de contact. Il se 
trouve de plus sur la perpendiculaire menée à AB par 
son milieu, et par conséquent au point d'intersection de 
ces deux droites. 

17. — Intersection d'une ellipse et d'une droite. — 

Proposons-nous maintenant de construire les points où 
une droite donnée XY coupe une ellipse, connaissant les 
foyers F, F' et le grand axe AA' (flg. 10). 

Supposons le problème résolu : soit M un des points 
d'intersection cherchés. Le point M est à égale distance 
du foyer F' et du cercle directeur décrit de l'autre foyer 
comme centre. Décrivons le cercle ayant M pour centre 
et MF' pour rayon. Il est tangent au cercle directeur au 
point Q. La question revient à construire le centre de ce 
cercle, sachant que le cercle a son centre sur la droite XY, 
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qu'il passe par un point donné F' et qu'il est tangent à 
un cercle donné. Pour ramener ce problème au précédent, 
observons que le cercle demandé passe par le point G, 
symétrique 



A. 



point F' par rap- 
port à la droite 
XY, et il n'y a 
plus qu'à dé- 
crire un cercle 
passant par les 
deuxpointsdon- 
nés F', G, et tan- 
gent au cercle 
directeur. 

D'aprèsie pro- 
blème précé- 
dent, on fait pas- 
se rpar les pointa 
F', G un cercle 
quelconque cou- 
pant le cercle 

directeur aux y^^ ,q 

points R et S, on 

prolonge les droites F'G, RS jusqu'à leur point de ren- 
contre P, on mène la tangente PQ au cercle directeur, 
et enfin on trace la droite FQ. Le point M où elle coupe 
la droite XY est un des points d'intersection cherchés. 

18. — Discussion, — D'après le problème précédent, 
la droite XY rencontre l'ellipse en deux points, ne la ren- 
contre pas, ou a un seul point commun avec elle, suivant 
que le point G symétrique d'un foyer F' par rapport à la 
droite est à l'extérieur du cercle directeur ayant l'autre 
foyer pour centre, à l'intérieur de ce cercle ou sur ce 
cercle. 

Il résulte de là que VelHpse ne peut être rencontrée par 
une droite en plus de deux points. Une courbe qui jouit 
de cette propriété est dite convexe. 
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H2 CÉOllÉTRll!;. 

tl9.— Propriété fondamentale delà tangente. — Sup- 
posons qu'une sécante Xï tourne autour d'un de ses 
points d'intersection M jusqu'à ce que le pointG, symé- 
trique du foyer F' par rapport à celte sécante, vienne se 
placer sur le cercle directeur décrit de l'autre foyer comme 
centre. Le point S, dans la figure 10, se confond avec le 
point G, et il en est de même du point P. Les deux tan- 
gentes PQ, PQ' menées au cercle par le point 'P se con- 
fondent en une seule, qui est la tangente en :6, et leurs 
points de contact se confondent eux-mêmes avec le point G. 
Les droites t'Q, FQ' se confondent donc en une seule 
FG, et leurs points d'in- 
tersection M, M' avecXY 
se confondent en un 
seul M. La droite de- 
vient donc tangente en 
M (flg. 1-1). 

Menons la droite MF' 
et désignons par I le 
milieu de ladroiteGF', 
situé par hypothèse sur 
la droite XY. Les trian- 
gles GMI, l'^'AII sont 
égaux comme ayantmn 
angle égal en I, compris entre côtés égaux chacun à cha- 
cun. Donc les angles GMI, T'MI sont égaux. Telle est la 
propriété fondamentale de la tangente à l'ellipse que 
nous formulerons ainsi : 

La tangente en un point de l'ellipse est blssectriee de 
l'angteformé par l'un des rayons veoteurs dupvint de 
eontact.et le prolongement de l'autre. 

50. — Corollaire 1. — Le lieu des points symétriques 
d'un foyer par rapport aux diverses tangentes est le 
cercle directeur décrit de l'autre foyer comme centre. 

Jîous venons de voir en effet que le point G est sur le 
cercle directeur ayant F comme centre. 

21. — Corollaire II. — Le '-lieu des proisations des 
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foyers sur les tangentes est k- eercle- décrit sur le grand 
axs comvie diamètre. 

Sait le canke. La droite 01^ qui joint les milieux de 
deux Gôtés- dans le Iriàngle FF'G, est égale à la moitié du 
IroiBiènifi' FG, c'est-à-dire à a-. Le lieu du point I est donc 
un cercle décrit dui point comme centre avec a pour 
rayon. 

Ce cercle s'appelle le cercle principal de l'ellipse. 

22.. — Corollaire III. — Le produit des distances des 
foyers à une tangente quelconque est constant et é 
carré de la moitié 
du petit axe. 

Soit XY une tan- 
gente (fig. 12), M' son 
point de contact, 
XjYi la tangente au 
point Ml symétrique . 
de M par rapport au VT^ 
centre :. ces deux 
tangentes sont pa- 
rallèles (n" \i ). 
Abaissons du foyer 
F'Ia perpendiculaire Vic. 1-2. 

commune GGi sur 

ces deux tangentes ; leurs pieds G^ G, sont sur le' cercle 
principal, auquel appartiennent aussi les sommets A, A' 
du' grand axe. D'après une propriété du cercle, 
F'G X F''G, = F'A' X F'A = (OA' - OF') (OA ^ OF') 
= (a-c)(a.+c)=a^~c^=bK 
Or,, si l'on fait tourner la tangente X,ïi de 180 degrés 
autour du point 0, elle s'applique sur ta tangente symé- 
trique XY, et F'Gi s'applique sur la perpendiculaire FG' 
abaissée du poinbF surXY; donc 

G. Q. F. D. 




2;ï. — Normale. 



■ On appelle normale en un point 
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lU GÉOMÉTRIE. 

d'une courbe la perpendiculaire menée par ce point à la 
tangente. 
Menons la bissectrice MN (flg. 13) de l'angle FMF' formé 
par les rayons vec- 
9-- leurs du point M de 

la courbe; je disque 
c'estlanortnaleenM, 
En effet, la tangente 
XY est bissectrice de 
V l'angle F'MQ formé 
par un rayon vecteur 
Pjç ,3 et le prolongement 

de l'autre. La somme 
des angles FMt", F'MQ vaut deux droits; donc la somme 
de leurs moitiés, NMY, vaut un droit, et MN est normale, 
d'où ce théorème : 

La normale en un point de l'ellipse est la hissectricede 
l'angle formé par les deux rayons vecteurs dupoint. 

24. — Corollaire. — La normale et la tangente en un 
point de l'ellipse déterminent sur la droite qui joint les 
foyers, l'une deux segments additifs, Vautre deux seg- 
ments soustractifs proportionnels aux rayons vecteurs du 
point. 

Cela résulte de la propriété des bissectrices d'un angle 
intérieur et d'un angle extérieur d'un triangle. 

25. — Problème I, — Mener une tangente à l'ellipsepar 
un point M donné sur la courbe.. 

On prolonge l'un des rayons vecteurs FM d'une lon- 
gueur M6 égale à l'autre (flg. 11) et l'on élève à la droite 
F'6 une perpendiculaire par son milieu ; c'est la tangente 
demandée. 

26. — Problème II. — Mener une tangente à l'ellipse 
par un point quelconque K. 

Supposons le problème résolu. Soit KX la tangente de- 
mandée (fig. 14). Tout revient à trouver le point G symé- 
trique du foyer F' par rapport à cette tangente. Or les 
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distances KG, KF' sont égaies parce que le point K appar- 
tient à ia perpendiculaire élevée à la droite F'G par son 
milieu. Donc le point G appartient au cercle décrit du 
point K comme centre avec KF' comme rayon. Il appartient 

aussi au cercle direc- 

teur décrit du point _,-■''' ~"~-.,_ ', 

F comme centre. 
Donc il est à leur 
rencontre. D'oii la 
construction : 

Du point donné K 
comme centre on dé- 
critun cercle passant 
par l'un des foyers 
F'; de l'autre foyer 
comme centre on dé- 
crit un cercle avec le 
grand axe pou r rayon . 
Soi! 6 l'un des points 

où se coupent ces Fig. u. 

deux cercles. On 

mène la droite F'G, puis la perpendiculaire KX à cette 
droite par son milieu : c'est la tangente demandée. Quant 
au point de contact M, on l'obtient, sans tracer la courbe, 
par l'intersection des droites KX, FG. 

27. — Discussion. — Si les cercles se coupent en 
deux points G, G', il y a deux solutions, KX, KX'; s'ils se 
touchent, il n'y en a qu'une seule ; s'ils n'ont aucun point 
commun, il n'y a point de solution. 

Étudions la condition de possibilité. La construction 
revient à faire le triangle KFG dont on connaît les trois 
côtés, KF, KG =.KF', FG = 2 «. Pour qu'il soit possible, il 
faut et il suflit que chaque côté soit plus petit que la 
somme des deux autres, ce qui fait trois conditions : 

KF<2« + KF', KF'<2fl+KF, Sa <KF-)-KF'. 

Les deux premières sont remplies quel que soit le 
point K. En elïet les trois points K, F, F' ou sont les trois 
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llfi GÉOMÉTRIE, 

sommets d'un triangle, ou sont' ea ligne droite, d'où, en 
désignant toujours FF' par 2 c : 

KF^2t + KF', 
et, puisque 'ia>'ic : 

KF<2a + KF'; 
de même pour la seconde condition. 

Quant à la troisième, elle exprime que le point K est 
hors de l'ellipse. Telle est la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que le problème ait deux solutions ;. car, si le 
triangle KFG est possible, il en existe un second KFG', 
symétrique du premier par rapport à la droite l^. Dans 
le cas où KF -\- KF' ^^ 2 b, c'est-à-dire où le point K est 
sur l'ellipse, nous avons vu qu'il y a une seule solution, 

28. — Problème. — Mener à l'ellipse mie tangente pa- 
rallèle à une droite donnée. 
Soit Z la droite donnée, X la tangente demandée (flg, 15). 
Il suffit encore 




struit, il n'y a plus qu'à élever la perpendiculaire X à 
F'G par son milieu. Le point de contact M est à l'inter- 
section des droites X et FG. 
Le point F' étant à l'intérieur du cercle directeur, la 
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perpendiculaire à Z menée par le point F' renconlve ton - 
jours le cercle directeur en deux points G, G': donc on 
peut mener à l'ellipse deux tangentes parallÈies à toute 
droite donnée. 

Nous savons d'ailleurs (n° 11) que leurs points de con- 
tact sont diamétralement opposés. 



29. — Théorème. — -1" Les deux tangentes i 
une ellipse par mi point extérieur font des angles égaux 
avec les deux rayons vecteurs de ce point. 

2" La droite qui joint l'un des foyers au point de con- 
cours des d'eux tangentes est bissectrice de Vangle que 
font les rayons vecteurs menés du même foyer aux deux 
poinVs de contact. 

Soit KM, KM' (fig, 16) les deux tangentes issues du 
point K, M et M' 
leurs points de 
contact, G et G' 
les points sy- 
métriques des 
foyers F et F' 
respectivement 
par rapport à 
ces tangentes. 
Nous savons 
que M et M' sont 
respectivement 
sur les droites 
F'G, F&'. 

1° Les trian- 
gleeEGF',.KFG' 

sont égaux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun 
à.chaeun, savoir KG= ICF, KF' = KG', GF' ^ FG' = 2 a. 
Donc les angles GKF', FKG' sont égaux. Or ils ont une 
partie commune FKF'; par conséquent les parties non 
communes GKF, G'KF' sont égales, et il en est de même 
de leurs moitiés 1,,!'. 

2? Par suite de l'égalité des mêmes triangles, les angles 
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2 et 3 sont égaux. Mais les angles 3, 2' sont égaux comme 
symétriques par rapport à la droite KM, Donc les angles 
2, 2' sont égaux, et FR est bissectrice de l'angle MFM', 

30. — Corollaire. — La portion d'une tangente mobile 
comprise entre deux tangentes fixes est vue d'un des 

foyers sous un angle 
constant. 

Soit RS la portion 
d'une tangente mo- 
bile comprise entre 
les deux tangentes 
fixes KM,KM'(fig.l7), 
N, M, M' leurs points 
de contact respectifs. 
Les droites F'R, F'S 
sont bissectrices des 
P,^, 17 angles MFN, NF'M'. 

La somme de ces deux 
derniers angles est égale à l'angle constant MF'M'. Donc 
la somme de leurs moitiés, RF'S, est constante. 

A.ppli cations, 

31. — Problème I. — Construire une ellipse, connais- 
sant les deux foyers F', F 
et une tangente'Y. 

Prenons le point G symé- 
trique de F' par rapport à 
la tangente (flg. 18) : la 
droite FG est la longueur 
du grand axe. Nous sommes 
donc ramenés à construire 
une ellipse connaissant les 
deux foyers et la somme 
des rayons vecteurs d'un point de ta courbe (n™ 2 et 5), 
Observons que le point de contact M de la tangente est 
au point de rencontre des droites T et FG. 
Enfin la longueur du petit axe peut être déterminée 
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iûdépendammenl de celle du grand axe. Car sa moitié est 
la movenne proportionnelle entre les distances des foyers 
à la tangente T (n" 22). 

32. — Problème II. — Construire une ellipse, connais- 
sant un foyer 
F', trois tan- 
gentes T, T', 
T" (flg. 19). 

Construi- 
sonsles symé- 
triques G, G', 
G" du foyer F' 
par rapport 
aux trois tan- 
gentes; ils ap- 
partiennent 
au cercle di- 
recteur décrit 
de l'autre 

foyer F comme centre. li suffît donc pour obtenir le second 
foyerFdeconstruirelecentre du cercle passant parles trois 
points G,G',G".Le problème est alors ramené au précédent. 
Pour que le problème soit possible, il faut que les 
points G, G', G" ne soient pas en ligne droite, et que le 
foyer F' soit intérieur au cercle GG'G" ; car chaque 
foyer de l'ellipse est intérieur au cercle directeur décrit 
de l'autre foyer comme centre. 

33. — Remarque. — Si les trois points G, G', G" sont en 
ligne droite, nous verrons plus loin qu'il existe une pa- 
rabole ayant F' pour foyer et T, T', T" pour tangentes. 

Si le point F' est extérieur au cercle GG'G", il existe 
une autre courbe appelée hyperbole, satisfaisant aux 
mêmes conditions. 

34. — Problème III. — Construire une ellipse, connais- 
sant un foyer F, deux tangentes T, Tet la longuetir '^ 3. du 
grand axe. 

Construisons les points G, G' symétriques de F' par rap- 
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port aax deux tangentes (flg. 20). L'autre foyer F est à 
une distance de chacun des points G et G' égalé à 2a. Il 
estdoncà l'intersec- 
tion d'esdeux cercles 
décrits- des points G 
et G' comme centres 
/ avec 2 a pour rayon, 
\ soit en F, soft en Fi. 
\ Le second foyer 
étant construit, le 
problème, est rame- 
né au précédent. 
Fie. 20. Le problème ne 

peut avoir plus dé 
deux solutions. Pour qu'il soit possible, il faut que les deux 
cercles aient au moins un point commun, et, par conaé^ 
quent, que GG' soit au plus égal à lasomme des rayons 4 «. 
De plus, pour que l'un de leurs points d'interseclroH F 
convienne, il faut que le point F' soit à l'intérieur du 
cercle décrit de F comme' centre avec 2 a pour rayon. 




Équation de l'ellipse rapportée à, ses axes. 
î*rojection orthogonale du cercle. 

35. — Équation de l'ellipse rapportée à ses axes. 
— Proposons-nous de 
trouver l'équation de 
l'ellipse, ea prenant 
pour axes des x et des 
y le grand et le petit 
, axe. 

Soit M (flg. 21) un 
point quelconque de la 
courbe, MP son ordon- 
née, OP son abscisse, 
rio. 21. que nous représentons 

respectivement par y 
et X. Les rayons vecteurs du point M sont : 
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L'IiLLlPSE. 

MF ^ VMP' + ^\ ÏIl*" = V^P' -\-W' 
Or on a algébriquement : 

PF'^OF' — ÛP= — c-a;. 
Donc 



MF ^ Vf^{c-xy, MF' = \/ î/= + (c + o^y. 
L'équalion cherchée est donc,, d'après la définition de 
la courbe : 

W + ic-xy-ï'^/y' + ic + xy^la. {!) 

Pour rendre cette équation rationnelle, isolons l'un des 
radicaux: 

Élevons les deux membres au carré : 

= Aa-- — la\/ y^-\-{c —xy-\-if-i- {c-xf. 
Isolons encore le radical, et faisons les réductions : 

a s/ y^ -{- {c — xy — a^ — ex. 
Élevons encore au carré et supprimons deux termes 
qui se détruisent : 

Ordonnons en faisant tout passer dans le premier 
membre : 

aY + («^ - c') x^ - a' («^ - c') = 0. 
Enfin écrivons b^ au lieu de a^ — c' ; 

giyi _|_ (, V _ ^B j3 _ 0, 

ou, en divisant par a^b°-: 
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Telle est l'équation do l'ellipse rapporlée à ses axes. 

Toutefois, comme on a élevé deux fois au carré, l'équa- 
quation (2) est équivalente non pas à l'équation (1), mais 
aux quatre équations que l'on obtient en combinant les 
signes de toutes les manières possibles dans l'équation 
suivante : 



±^y'-{-{c-o»y±)/y'-\-(o+y=u. (3) 

Or 2 a étant positif, cette équation ne peut avoir lieu 
entre des valeurs réelles de x et de î/ en prenant les deux 
signes — . Elle ne peut avoir lieu non plus en prenant 
les deux radicaux avec des signes contraires, c étant sup- 
posé plus petit que a comme nous l'avons fait. Car elle 
reviendrait à l'une des suivantes: 

MF' — MF = 2a, MF — HF' = 2(ï. 

Or dans le triangle MFF' la différence entre tes deux 
côtés MF, MF' est plus petite que le troisième côté 2c, et 
par conséquent plus petite que 2«, quel que soit le 
point M. Ainsi l'équation (2) est équivalente à l'équa- 
tion (1) pour toute valeur réelle de x et de y. 

m. — On tire de l'équation (2) : 

Cette dernière formule met en évidence les propriétés 
suivantes : 

1" L'abscisse d'un point quelconque de l'ellipse est com- 
prise entre — a e( + a. 

Car pour toute autre valeur de x, y serait imaginaire. 
On démontrerait de même, en résolvant par rapport à œ, 
cette proposition : 

L'ordonnée d'un point quelconque de la courbe est com- 
prise entre — b et + fa. 

Il en résulte que la courbe est contenue tout entière 
dans le rectangle GHIK (fig. 22), dont les côtés GIl, IK 
sont menés parallèlement à l'axe des y aux distances 
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OA = a, OA' = — a, et les côtés KG, IH parallèlement à 
l'axe des œ aux distances OB = 6, OB' = — b. 

2° La courbe est symétrique par rapport à l'axe des x. 

Car à chaque valeur de x correspondent deux or- 
données égales et de signes contraires. 

3° Elle est symétriqtie par rapport à l'axe des y. 

Car la valeur de l'ordonnée y ne change pas quand on 
change a; en — w. On déduit de 2° et de 3° la symétrie de 
la courbe par rapport à l'origine. 
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FiG. 22. FiG. 23. 

4° h'ahscme croissant de zéro à a, la valetirpositice de 
l'ordonnée décroit de b'à a. 

5° Décrivons sur AA' comme diamètre le cercle ABiA'B'i 
(flg. 23). Soit M, Ml deux points de l'ellipse et du 
cercle ayant même abscisse OP = x. Désignons leurs 
ordonnées, supposées positives par exemple, parî/etj/i 
respectivement. D'après une propriété connue du cercle, 
PMi est moyenne proportionnelle entre A'P et PA, c'est-à- 
dire entre a -j- a; et a — x. Donc 



Comparons cette formule à I 
déduit: 
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Donc les ordonnées de l'ellipse sont aux ordonnées du 
cercle principal dans un rapport constant. 

On verrait de raême=, en 
décrivant uni cercle surBB' 
comme diaciètre, qu« les 
abscisses de l'ellipse et de 
ce cercle, csitrespondant à 
une même ordonnée, sont 
dans un rapport coni- 



^"'- ^^' 37. — Rayons vecteurs 

en fonction de l'abscisse. 

— F désignant le foyer d'abscisse -\- c, r le rayon vecteur 

MF d'un point quelconque de la courbe (fig. 24), on a ; 

r^^y''-\-(c — x)\ (7) 

Ajoutons membre à membre les équations (4) et (7):. 

''' = ^. («'-*') -hy^ — -^) 

ou en développant: 

' ' a- ' 

et en remplaçant b^ par a^ — c' : 

r^ := a^ — ^cw -| — ^ x^, 



Puisque x nedépasse pas «en valeur absolue et que - 

est plus petil que i, il faut prendre le signe -f- pour 
obtenir une valeur positive. On doit donc écrire : 
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On démontre de même, en désignant par r' le rayon 
vecteur mené au foyer F' d'abscisse — c : 

Ces formules montrent que r atteint son maMmuni et 
son minimum respeclivemeot pour a; — — a,.x = -[- a, 
et que l'inverse a lieu pourr'. 

38, — Théorème. — L'ellipse est la projection orthogo- 
nale d'un cercle. 

Reprenons la figure 23, Tout en laissant fixe le plan de 
l'ellipse, faisons tourner le cercle ABiA'B', autour de 
AA' comme charnière. Chacun de ses points tels que Mi 
décrira une circonférence dont le centre est le pied P de 
son ordonnée, dont le plan est perpendiculaire à AA' et 
par suite au plan de l'ellipse. Ce point Mi se projettera 
donc constamment sur la droite indéfinie PMi. D'ailleurs, 
toutes [es ordonnées du cercle, étant parallèles, seront 
proportionnelles à leurs projections. 

Imaginons maintenant que le cercle s'arrête dans une 
positiontelle que le point B, d'abscisse nulle se projette 
en B.Le point Hj se projettera sur la droite PM en un 
point m, tel que l'on ait : 

Pm _ PB _ 6 
PMi "~ OB, "~ a 
Mais déjà (formule 0): 

PM: 1} 



Donc la projection m du point Mi se confond avec le 
point M de l'ellipse, 
C. Q. F. D. 

39. — Goroluaihe I. — Mciproquement un cercle se pro- 
jette sur un plcm quelconque suivant une ellipse. 

Car la projection d'une figure ne change pas quand on 
transporte parallèlement li lui-même le plan sur lequel 
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on projette. On peut donc supposer ce pian passant par 
le centre du cercle : il coupe ce cercle suivant un dia- 
mètre AA', il est donc dans les conditions de la figure 23, 
et il a pour projection l'ellipse dont le grand axe est AA', 
et le petit axe est la projection du diamètre perpendicu- 
laire à AA', 

On voit que le grand axe de l'ellipse est la projection 
du diamètre parallèle au plan de projection, et est égal 
au diamètre du cercle ; le petit axe est la projection du 
diamètre perpendiculaire au premier. 

tt\ — Nouvelle con^tiuction de l'ellipse. — Du 

théorème précédent 

B,, lésulte une con- 

- ^ struction de l'ellipse 

par points, étant 

donnés les a>;es. 

Sur les axes AA', 
BB' comme dia- 
mètres, décrivons 
deux cercles (fig. 25) , 
Menons un rayon 
quelconque OQMi, 
les coupant en îtfi 
et en Q. Menons en- 
fin les droites QM 
ispectivement à AA' et à BB': leur 
est un point de l'ellipse. 
Car P désignant ie point de rencontre de Mill et de 
AA', on a évidemment: 

PM __0Q _& 
PM, ~ OM, ~ a 
41. — Tangente en un point de la courbe. — Après 
avoir construit comme il vient d'être expliqué un point M 
de l'ellipse, il est facile d'obtenir la tangente en ce point : 
elle est, la projection de la tangente au cercle en Mi. 
Menons cette dernière, soit S le point où elle coupe 
l'axe de rotation AA'. Go point ne change pas quand 




et MiM parallèles i 
point de rencontre ' 
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on fait tourner l'ellipse, il appartient donc à la projec- 
tion de la tangente, et cette tangente est dès lors SM. 

42. — Intersection de l'ellipse et d'une droite. — 
Cette nouvelle manière de concevoir l'ellipse permet de 
résouilre par d'autres procédés plusieurs des problèmes 
déjà traités. Cherchons ((ig.26) parexempleles points où 




une droite xy rencontre l'ellipse dont les sommets sont 
A,B,A',B'. Considérons l'ellipse comme projection du 
cercle ABiA'B'i décrit sur AA' comme diamètre. La droite 
ûsy du plan de l'ellipse est la projection d'une certaine 
droite Xijfi appartenant au plan du cercle, et qu'il suffit 
de construire. 
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B'àbord ie point R, où olle coupe l'axe de rotation AA', 
appartient à Xip,. 

Pour obtenir un second point de cette droite, menons 
daas le plan de l'ellipse là droite BN parallèle à AA' et 
coupant xy en N. Cette droile étant parallèle à l'axe A-A' 
est la projection d'iine parallèle à'AA', qui passe néces- 
sairement par le point Bi. Le point Nj, dont la projection 
est N, se trouve sur cette parallèle ; il se trouve aussi sur 
une droite de rappel perpendiculaire à AA' et menée 
par le point N. Il est donc à l'intersection de ces deux 
droites. La droite Xiyi est maintenant connue : c'est RNj. 
Elle coupe ie cercle en deux points Mi, M'i dont il suffit 
d'avoir les projections: elles sont à l'intersection de xy 
et de droites de rappel menées par Mi et Nj, soit en M, N. 

4-3. — Tangente à l'ellipse par un point quelconque. 
— Soit l'ellipse donnée de la même manière, et M le point 
donné (iig. 27). 11 suffit de trouver le point Mj du plan du 
^ cercle dont le 

^:^/ point M, situé 

dans le plan 
de l'ellipse, 
est la projec- 
tion. Pour 
cela menons 
dans le plan 
de l'ellipse la 
droite MB, qui 
coupe l'axe 
AA' en R, et 
construisons 
la droile du 
plan: du. cercle 
dont RB est la 
yjQ aj. projection. Le 

point R, étant 
sur l'axej est un point de cett-e dïioite ;: le point Bi.qui 
a B pour projection, en est un second. La droite cher- 
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1/ELUPSE. 129 

chée est donc RBi.'Le poifttMiest à t'intersection de cette 
droite et d'une droite de]rappel menée par lepoint.M. 

Il n'y aiplus qu'à mener par le point Mi les tangentes 
au cercle, MiS, MiS'.: leurs projections sont ,lea droites 
MS, MS' qui les coupent sur l'axe, et ce sont les tangentes 
à l'ellipse. Les points de contact N, N' sont à l'intersection 
des tangentes eUes-mêmes et des lignes de rappel menées 
par les points de contact Ni, N'j des tangentes au cercle. 

On construirait de même les tangentes à l'ellipse pa- 
rallèles à une direction donnée. 

4i. — Propriétés projectives. — Certaines propriétés 
des figures appartiennent aussi aux projections de ces 
lîgures; on les appelle propriétés projectives. 

Par exemple, si dans une figure certaines droites 
passent par un même point, ou sont parallèles, si 
plusieurs points sont en ligne droite, si un point est au 
milieu de la droite qui en joint deux autres, ces particu- 
larités se présentent aussi dans la figure projetée. 

Considérons ces propriétés du cercle : 

Un-cercle ne peut être rencontré par une droite en plus 
de deux points. 

Par M» point donné, on peut mener. deux îangenîes.au 
cercle, ou une seule tangente, ou on n'en peut mener 
aucune, suivant qUe ce point est extérieur au cercle, 
placé s.ur la circonférence, ou intérieur au cercle. 

Toute corde menée .par un certain point du cercle, 
appelé centre, a ce point pour milieu. 

Toutes ces propriétés sont évidemment projectives ; on 
peut donc les transporter à l'ellipse. 

45. — Diamètres conjugués. — On sait que dans un 
cercle ie lieu géométrique des milieux P des cordes MN 
parallèles à une idirection quelconque est une droite ^QR 
qui ipasse jpar le, centre. Une telle. droite s'appelle un.dia- 
mètre<flg. 28). 

^DeipluSideuxdiamètresrectangulaires.QR, ST jouissent 
de. cette propriété, que .cîiacun partage en deux parties 
égales les cordes parallèles à l'autre. 
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130 GÉOMÉTRIE. 

Projetons le cercle sur un plan. Les cordes parallèles 
MN du cercle ont pour projections des cordes parallèles 
mn de l'ellipse ainsi obtenue (fig. 29). Le centre du cercle 
a pour projection celui de l'ellipse, o. La projection d'un 
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diamètre QR'du cercle est un diamètre qr de l'ellipse. 
Deux diamètres rectangulaires ont pour projection deux 
diamètres qr, st, qui ne sont plus rectangulaires, mais 
dont chacun partage en parties égales les cordes paral- 
lèles à l'autre. Nous pouvons donc formuler le théorème 
suivant : 

Le lieu des milieux des cordes menées dans une ellipse 
parallèlement à une direction quelconque est une droite 
passant par le centre, et qu'on appelle diam-étre. A chaque 
diamètre de l'ellipse en correspond un second tel que 
chacun partage en deux parties égales les cordes paral- 
lèles à l'autre. 
■ Deux pareils diamètres sont dits conjugués. 

Remarque. —Ajoutons que dans le cercle les tangentes 
U, Vaux deux extrémités d'un diamètre sont parallèles au 
diamètre conjugué. Il en est de même dans l'ellipse. 

46. — Cordes supplémentaires. — On appelle cordes 
supplémentaires dans le eercle ainsi que dans l'ellipse 
deux cordes NM, NP qui joignent un point quelconque N 
de la courbe aux deux extrémités d'un diamètre quel- 
conque MP. Dans le cercle, deux diamètres parallèles à 
deux cordes supplémentaires sont conjugués. Comme 
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cette propriété est projcctive, il en est de même de deus 
diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires nm, 
np de l'ellipse (flg. 29). 

De là résulte un moyen simple de construire le dia- 
mètre conjugué d'un diamètre quelconque rq, en suppo- 
sant l'ellipse tracée. On mène un diamètre quelconque mp, 
puis la corde pn parallèle au diamètre donné. Le dia- 
mètre cherché est parallèle à la corde supplémentaire mn. 

Enfin cette construction peut servir à mener la tangente 
en un point donné q sur l'ellipse. Car elle est parallèle 
au diamètre conjugué de celui qui passe par le point q. 

47. — Aire de l'ellipse.— Soit l'ellipse ABA'B'' (fig. 30), 
de grand axe AA', de petit 
axe BB', et le cercle AB'i Â'E'i p, ......--r'.-,-.-,. m. 

dont elle est la projection. 
Inscrivons dans la moitié de 
l'ellipse un polygone quel- 
conque AMNBPQA,', menons 
les ordonnées mM,»N..., pro- 
longeons-les jusqu'à la ren- 
contre du cercle en Mi, Ni... 
et inscrivons dans le demi- 
cercle le polygone AMiNi... ^'i 
dont le premier est la pro- fig. 30. 
jection. Deux trapèzes tels 

que mMN«, mMiNiW ont même hauteur mn; ils sont donc 
entre eux comme la demi-somme de leurs bases, ou 

dans le rapport-, puisque leurs bases, qui sont les or- 
données du cercle et de l'ellipse, sont dans ce rapport. 




Tous les trapèzes formés dans l'ellips 
rapport - avec ceux qui sont formés 
en est de méirie de leur somme : 
■urf AMNBPQA^ 



: étant dans le 
e cercle, et il 



urf AM,N,BiPiQiA'" 
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132 GÉOMÉTRIE. 

Supposons maintenant qao le nombre des trapèzes 
(iroisse incléflniment et que leurs hauteurs tendent vers 
zéro. Les surfaces des polygones tendent respectivement 
vers la demi-ellipse et vers le demi-cercle. Donc l'aire de 

l'ellipse est à celle du cercle dans le rapport -, et la pre- 



mière S s'obtient en multipliant la s 



;onde par - 



Ce résultat, qui peut s'écrire vl[ffl^X^tù^ s'énonce 
ainsi : 

L'aire de l'elUpse est moyenne proportionnelle entre 
celles des deux cercles décrits sur les deux axes comme 
diamètres. 



- Autre construction de l'ellipst 

droite se dépi 




le centre. Mais, 
MiPO, on a : 



■Lorsqu'une 
de manière 
que deux de ses points A et 
B décrivent deux droites »'ec- 
tangulaireS'(i'^,OY, nnquel- 
conque de ses points décrit 
uneellipse (fig. 31). 

En effet, menons par le 
point M la droite MP perpen- 
diculaire à OX, et par le 
point la parallèle OMi à 
BM; soit Ml le point de ren- 
contre de ces deux droites. 
LalongueurOM, est constante 
et égale à BM ; ■ donciJe point Mi 
décrit un cercle dont est 
iprès les triangles semblables MPA, 



PM 

PMi' 
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Donc les ordonnées du lieu du point M, par rapport 
aux axes OX, OY, sont proportionnelles à celles du cercle. 
Ce lieu est donc une ellipse dont les axes sont dirigés 
suivant OX, OY, et ont respectivement pour moitiés 
0D^BM,OE = AM. 

Dans le cas où le point M est au milieu de AH, l'ellipse 
a ses axes égaux et devient un cercle. 

On déduit facilement de ce théorème une construction 
de la courbe par points. 



PonciiuN. ~ Coinpl, aJg. et géom. 
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CHAPITRE I! 

LA PARABOLE 

X)é£Lnition. Tracé. 

49. — Définition, — La parabole est le Heu des points 
d'un plan équidistants d'un point fixe appelé foyer, et 
d'une droite fixe appelée directrice. 

La distance d'un point du plan au foyer s'appelle rayon 
vecteur. 

50. — Tracé de la parabole d'un mouvement continu. 
— Soit SS' la directrice (fig. 32), F le foyer. Appliquons 

une règle le long de la di- 
rectrice, plaçons uneéquerre 
BCP de manière qu'un des 
côtés PC de l'angle droit 
s'appuie sur la règle. Sup- 
posons qu'on ait attaché au 
foyer F et au sommet B de 
i'équerrelesdeux extrémités 
d'un fil inextensible de lon- 
gueur égale à BP. Si l'on 
tend ce fil avec une pointe, 
dans la position BMF, et 
qu'on fasse glisser l'équerre 
sur la règle, la pointe M dé- 
ni, j2. crit un arc AN de la para- 
bole. 

51. -- Tracé de la parabole par points. — Première 
construction- — Menons par le foyer la perpendiculaire DF 



y Google 




LA l'ARABOLE. 135 

à la directrice (fig- 33) ; soit D le point de rencontre de ces 
deux droites. Par un point quelconque N de DF menons la 
parallèle MM' à la direc- 
trice, et cherchons les 
points de rencontre de 
celle droite avec la 
courbe. Pour cela, du 
point F comme centre, 
avec un rayon égal à ND, 
décrivons un cercle: les , 
points M, M' où il coupe 
la droite iVlM' appar- 
tiennent à la courbe. Car 
leur distance tant au 
foyer qu'à la directrice 
est égale à HD. 

Pourque le cercle ren- 
contre la droite MM', il p,Q_ 33, 
faut et il suffit que son 

rayon DN soit plus grand que FN. Soit donc A le milieu 
de la distance DF ; la condition est que le point N soit 
au delà du point A par rapport à la directrice. 

52. — On déduit de cette construction les conséquences 
suivantes : 

1° La parabole a pour aœe de symétrie la perpendi- 
culaire à la directrice menée par le foyer. 

On appelle sommet de la courbe le point A où elle est 
rencontrée par son axe. 

2° La tangente au sommet est parallèle à la directrice. 

Car, si le point N se confond avec le point A, les deux 
points M et M' se confondent en un seul. 

3° La parabole est située tout entière du côté opposé à 
la directrice par rapport à la tangente au sommet. Elle 
se prolonge à une distance indéfinie de la directrice. 

53. — De«jrîè/«ec(ms!rMctJon.~-Parunpointquelconque 
P de la directrice menons une parallèle Z à l'axe {fig. 34) 
et cherchons l'intersection de cette droite et de la courbe. 
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Un point commun à' cette droite et à la courbe, devant 
être également distant des points P et F, appartient à la 
perpendiculaire IM menée à VF par son milieu. Il est donc 
à l'intersection M de Z et de IM. 

Observons que le point A étant le milieu de DF et le 
point I le milieu de PF, la droite AI est parallèle à la 
directrice; ainsi le point I est sur la tangente au som- 
met. 

Celte construction montre que toute parallèle à l'axe 
rencontre la courbe en un point unique. La courbe 
s'étend, de part et d'autre, à. une dislance indéfinie de 
l'axe. 

5i. — Point intérieur, point extérieur. — Suivant 
qu'un point est intérieur ou extérieur à la parabole, il 
est plus pris du foyer que de la directrice, ou plus près 
de la directrice que du foyer. 




1" Soit M un point intérieur. Menons son rayon 
vecteur MF ((îg. 35) et la perpendiculaire MP sur la 
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directrice. Soit N le point oii elle rencontre la courbe. 
Dans le triangle MNF, 

MF<NF4-MN; 
mais, d'après la définition de la. courbe, NF^NP. Donc 
MF < NP + MN, 
MF < MP. 
2° Soil un point M' extérieur. Menons encore son rayon 
vecteur M'F, et la perpendiculaire M'P à ta directrice. 
Soit W le point où elle coupe la courbe. Dans le triangle 
M'NF, 

M'F>KF— NM', 
ou. puisque NF^^IS'P: 

M'F>NP — NM', 
M'F>MT. 

Intersection de la parabole et d'une droite- 
Tangente, 

55. ^Intersection de la courbe et d'une droite. — 
Soit à trouver les points où 
une droite ZZ' coupe la para- 
bole (ftg. 36), dont on donne 
le foyerFet la directrice SS'. 
Supposons le problème ré- 
solu, et soit M un des points 
d'intersection. Abaissons de 
ce point la perpendiculaire 
MP sur la directrice : elle 
est égale à MF. Décrivons 
un cercle du point M comme 
centre avec MF comme 
rayon; il est langent à la 
directrice au point P, Ce 
cercle passe d'ailleurs par le 
point G, symétrique du 
point F par rapport à la i,',g. au. 

droite ZZ' et la question est 
ramenée à trouver le centre d'un cercle passant par les 
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•deux points donnés F, G, et tangent à la droite, pro- 
blème connu*. On est donc conduit à la construction 
suivante : 

On construit le point G symétrique du foyer F par rap- 
port à la droite ZZ', on prolonge la droite FG jusqu'à son 
intersection E avec la directrice, on porte sur la direc- 
trice la droite EP, moyenne proportionnelle entre EG et 
EF, par le point P on mène la perpendiculaire PM à la 
directrice; cette droite coupe la droite donnée au point 
cherché M. 

56. — Discussion. — D'après la discussion du pro- 
blème de tracer un cercle passant par deux points 
et tangent à une droite, la droite ZZ'renconire la parabole 
en deux points M, M', ne la rencontre pas ou n'a qu'un 
seul point de commun avec elle suivant que le point G, 
symétrique du foyer F' par rapport à cette droite, est du 
même côté que le foyer par rapport à la directrice, est du 
côté opposé, ou se trouve sur la directrice. 

Ainsi la parabole ne peut être rencontrée par une 

droite en plus de deux points. C'est une courbe' convexe. 

Si la droite ZZ' est perpendiculaire à l'axe, le point E 

se trouve rejeté à l'infini. 11 n'y a plus 

alors qu'une solution, comme nous 

l'avons déjà vu (n" 53). 

57. — Remarque. — Dans le cas où 
la droite ZZ' passe par le point F, le 
point G se confond avec le point F 
(flg. 37). Mais la droite FG n'en est 
pas moins déterminée, puisqu'elle est 
perpendiculaireàZZ'. Alors la moyenne 
proportionnelle entre EF et EG est la 
droite EF; on prend donc EP et EP' 
= EF. 

58. — Propriété fondamentale de la tangente. — Si 
la sécante ZZ' tourne autour d'un de ses points d'inter- 

1. Voii- nos Éléments de géométrie, n" 12(). 
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section M (flg. 38), jusqu'à ce que le point G, symétrique 
du foyer par rapport à cette droite, vienne se placer sur 
la directrice, le point E 
vient se confondre avec 
le point G, la moyenne 
proportionnelle entreEG 
et EF tend vers zéro; il 
en est donc de même 
des longueurs EP, EP'. 
Donc le point M' tend 
vers le point H, et la sé- 
cante devient tangente 
TT' en M. La droite PM' 
seconfond alors avec GM. 

Soit I le point où GF 
coupe la tangente; ce 
pointestle milieu de GF-, ._ . 

les triangles IMF, IMG 

sont égaux comme ayant un angle égal en I, compris 
entre côtés égaux chacun à chacun. Il s'ensuit que les 
angles IMG, IMF sont égaux. D'où ce théorème : 

La tangente à la parabole est bissectrice de l'angle 
formé par le rayon vecteur du point de contact, et la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice. 

Corollaire I. ~ Le lieu des points symétriques du 
foyer par rapport aux tangentes est la directrice. 

Corollaire II. — Le Heu des projections du foyer sur 
les tangentes est la tangente au sommet. 

Car le point I étant le milieu de GF, et le sommet A le 
milieu de DF, la droite AI est parallèle à la directrice et 
est la tangente au sommet. 

59. — Problème I. — Mener la tangente à la parabole 
par un point M donné sur la courbe. 

On abaisse du point M (fig. 38) la perpendiculaire HG 
sur la directrice, et l'on élève la perpendiculaire TT' à la 
droite FG par son milieu. C'est la tangente demandée. 
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60. — Problème H. — Mener une tangente à la para- 
bole par un point quelconque K. 

Supposons le problème résolu. Soit KZ (flg. 39) la 
tangente demandée. Tout revient à déterminer le point 
G, symétrique du foyer F par rapport à cette tan- 
gente. Or il est sur la directrice, et de plus sur le 
cercle décrit du point K comme centre avec KF comme 
rayon, puisque le point K, étant sur la perpendiculaire 
élevée à F& par son milieu, est à égale distance des 
points F et G. D'ofi la construction : 



K^^^ 


G _ ___ M^ 

■'>■-, ^^^^^^ 


G' 






Y \z' 



On décrit du point K comme centre un cercle passant 
par le foyer. Soit G un des points où il coupe la direc- 
trice : on élève la perpendiculaire KZ à la droite FG par 
son milieu, c'est la tangente demandée. 

Quant au point de contact M, il est à l'intersection de 
la tangente et de la perpendiculaire menée à la directrice 
par le point G. 

61. — Discussion. — Si le point K est plus rapproché 
de la directrice que du foyer, c'est-à dire extérieur à la 
parabole, le cercle auxiliaire coupe la directrice en deux 
points G, G', et il y a deux langeâtes KZ,. KZ' issues du 
point K. 



y Google 



I.J PARABOLE. Ul 

Si le point K est à égale dislatice de la directrice et du 
foyer, le cercle auxiliaire touche la directrice en. un 
point, et il n'y a qu'une solution. C'est le cas traité au 
problème I. 

Enfin, si le point K est plus rapproché du foyer que de 
la directrice, c'est-à-dire intérieur à la courbe, il n'y a 
pas de solution. 

62. — Corollaire I.— Suivant que le point donné K 
est Hitué du côté opposé à la courbe par rapport à la 
directrice, du même côté que la courbe, ou sur la direc- 
trice, l'angle des deux tangentes menées de ce point est 
aigu, obtus ou droit. 

Car, suivant les trois cas, l'arc GFG' est plus petit, 
plus grand qu'une demi-circonférence, ou égal à une 
demi-circonférence, donc l'angle 6FG' qui y est inscnU 
est obtus, aigu ou droit. Mais l'angle ZKZ'est supplément 
de ce dernier, puisque les angles en I et en I' du quadri- 
latère KIFI' ont pour somme deux droits; il est donc, 
suivant les trois cas, aigu, obtus ou droit. Le troisième 
cas se formule ainsi : 

Le lieu des sommets d'un angle droit circonscrit à la 
parabole est la directrice. 

Corollaire. IL — 1° Si d'un poinfK de la directrice on 
mène les deux tangentes à la parabole, la corde qui joint 
les points de contact passe par le foyer et est perpen- 
diculaire am rayon vecteur du point. 

t" Béciproquement les deux tangentes aux deux 
exti'émitês d'une corde focale se coupent sur la direc- 
trice-, en unpoint dont te rayon vecteur est perpendi- 
culaire à cette corde. 

1° Soit K (flg. 40) le point pris sur la directrice, 
KM, KM' les tangentes, MG, M'G' les perpendiculaires 
abaissées des points de contact sur la directrice, MF, M'F 
les rayons vecteurs des mêmes points. Les triangles 
KMG, KMF sont égaux comme ayant un angle égal en M, 
compris entre côtés égaux chacun à chacun. Donc l'angle 
MGK étant droit, l'angle MFK l'est aussi. De même l'angle 
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M'FK est droit, et les deux rayons vecteurs FM, FM' 
forment une seule droite perpendiculaire à KF. 
2° Soit MFM' une corde passant par le foyer; MG, M'6' 
les perpendiculaires abais- 
'^ sées de M et de M' sur la 

directrice, MK la tangente 
en M, K son point d'inter- 
section avec la directrice. On 
voit de même que KF est 
perpendiculaire à MM'. Me- 
nons la droite KM'. Les 
triangles KFM', KG'M' sont 
égaux comme rectangles, 
ayant l'hypoténuse commune 
et un côté de l'angle droit 
égal, M'F=M'G'. Donc leurs 
angles KM'F, KM'G' sont 
égaux, et KM' est la tan- 
gente en M'. Les deux tan- 
loupent donc en K sur la direc- 




FIG. JO. 



gentes en M et en M' se c 

Irice et le rayon vecteur du point K est perpendiculaire 

à la corde focale. 

63. — Problème IIL ^ Mener à la parabole tme tan- 
gente parallèle aune droite 
donnée V. 

Soit ZZ' (flg. 41) la tan- 
gente demandée. Tout re- 
vient à trouver le point G, 
symétrique du foyer par 
rapport à cette tangente. 
Or il est sur la directrice 
et sur la perpendiculaire 
menée du foyer à la droite V. 
U est donc à l'intersection 
de ces deux lignes. 
Le point G étant obtenu, 
perpendiculaire ZZ' à la 





s ^X' 


/ 


/\ " 


i' 


S' 



il n'y a plus qu'à mener la 
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droite FG par son railioii. Le point de contaol M est à 
l'intersection de la tangente et de la parallèle menée à 
l'axe par le point G. 

Comme deux droites se coupent toujours en un point 
unique, à moins qu'elles ne soient parallèles, le problème 
admet toujours une solution et une seule, sauf le cas où 
la droite V est perpendiculaire à la directrice. On peut 
dire dans ce cas que la tangente est rejetee à l'infini. 

Sous-tangente. Sous-normale. Équation 
de la parabole. 

64. — Sous-tangente et sous -normale. — On appelle 
longueur de la tangente la portion de tangente MR com- 
prise entre le point 
de contact et i'axe, S y 

longueur de la nor- 
male en un point 
de la courbe la por- 
tion MN de nor- 
male comprise 
entre ce point et 
l'axe (flg. 42). 

On appelle sous- 
tangente et sous- 
KorjH«fe les projec- 
tions RP, PN de la 
tangente et de la 
normale. 

Nous regarderons 
de plus l'axe Aa; 
de la parabole 
comme axe des abscisses, la tangen 
comme axe des ordonnées. 

Théorème. — 1° La sous-tangente en tout point de la 
parabole est double de l'abscisse du point de contact. 

2° La sous-normale est constante et égale à la distanie 
du foyer à la-directrice. 




: yy' au sommet A 
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3° Les carrés des ordonnées des points de la courbe sont 
proportionnels aux abscisses. 

1= Soit F (fig. 42) le foyer, SS' la directrice, D son inter- 
section avec l'axe, G le point symétrique du point M par 
rapport à la tangente, I le milieu de la droite FG : on 
sait que ce point est sur la tangente au sommet. Les 
triangles MIG, FIR sont égaux comme ayant un côté égal 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, savoir 
IF=:IG, les angles en I égaux comme droits, les angles 
IGM,IFR égaux d'après la théorie des parallèles. Doue 
IM = IR, et les projections AP, RA, sur l'axe, de ces deux 
portions égales d'une même droite, sont égales. Ainsi 
la sous-tangente RP est double de l'abscisse AP. 

2° Les triangles MPN, GDF sont égaux comme ayant un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, 
savoir : PM = DG, puisqu'ils sont deux côtés opposés 
d'un rectangle; les angles MPN, GDF égaux, puisqu'ils 
sont droits; les angles NMP, FGD égaux, puisqu'ils ont 
leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens, EN 
et GF étant tous deux perpendiculaires à la tangente MR. 
Donc la sous-tangente PN est égale à la longueur fixe DF. 

3° Dans le triangle RMN rectangle en M, la perpendi- 
culaire MP à l'hypoténuse est moyenne proportionnelle 
entre les deux segments qu'elle détermine sur l'hypoté- 

1P^ = RPX PN, 
ou, en désignant l'ordonnée par y, la sous-ti^ngente parle 
double %x de l'abscisse, et M = DF par ^t: 

tfz^^px, (1) 

ou encore : 

| = 2p. (2) 

D'où l'on voit que le carré de l'ordonnée est dans un 
raj}port constant avec l'abscisse. 

65. ~- Nous venons de trouver sous la forme (i) ou 



y Google 



LA l'AllABOLE. 145 

SOUS la forme (2) l'équation de la parabole rapportée à 
son axe et à la tangente au sommet. 

Remarque. ~ L'équation de la courbe montre que y 
croit indéfiniment avec x, et que x peut prendre toutes 
les valeurs positives, mais non des valeurs négatives, 
sans quoi y serait imaginaire. 

66. — Rayon vecteur en fonction de l'abscisse. — 
Représentons par r le rayon vecteur MF (ftg, 42). D'après 
le triangle rectangle MPF, 

ou 



Remplaçons y^ par2 pa;, et développ ons, nous trouvons ; 
On retrouve ainsi la propriété fondamentale MF =^ MG, 



puisque i{G=^x-\- kï)^x-{-^* 



La parabole oonsidérée comme limite 
d'une ellipse. 

67. — Théorème. — La parabole est la limite vers 
laquelle- tend une ellipse lorsque, l'un des foyers et le som- 
met le plus voisin restant fixes, l'autre foyer s'éloigne 
indéfiniment. 

Soit une ellipse {fig. 43) de foyers F, F', de grand axe 
AA.', M un des points. Menons-en les rayons vecteurs, et 
■prolongeons l'un d'eux F'M jusqu'à sa rencontre en P 
avec le cercle directeur GDC décrit du point F' comme 
centre : on sait que MP :=MF. 

Supposons maintenant que, le foyer F et le point A, 
PORCHON. — Compl. alg. et géoin. y 
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restant facs, le foyer F' s'éloigne indéfiniment dans la 

direction du grand axe. L'ellipse tend vers une courbe 

AMi, qu'il s'agit de déterminer. Le point A étant constam- 

- ment à une distance 

^ ^^ AD du cercle direc- 

,.'' '"--^ teur égaie à sa dis- 

'••^K^""^"^ \ tance AF au foyer, 

~/^"M'~ \ le point D reste in- 

7y\^\ ' variable. Le cercle 

;;.''. '\.J I directeur CDC dont 

' ^y ' ; le rayon croît indér 

>~ -^ i Animent et dont le 

^\^ / centre est sur le pro- 

^^ /' longemeiit de DF 

^■^.^ ,.^' tend vers la droite 

""■^c"" SS' perpendiculaire 

Fiis. 43. à DF au point D. 

Les rayons vecteurs 
d'un point de la courbe tendent, MF vers MiF, MF' 
vers une parallèle à DF ; et ia distance MP du point M 
au cercle directeur tend vers la distance MjPi, du point 
Ml à la droite SS'. Or, MF étant constamment égale à MP, 
leurs limites sont égales, c'est-à-dire que la courbe 
limite est caractérisée par cette propriété que chacun de 
ses points est à égale distance du point F et de la droite 
SS'. C'est la définition de ta parabole. 

Il résulte de laque les propriétés de la parabole peuvent 
se déduire par la méthode des limites, des propriétés de 
l'ellipse. Citons les plus simples. 

68. —Propriétés de la tangente. — L — La tangente à 
l'ellipse est bissectrice de l'angleFMP. Donc la tangente à ia 
parabole est bissectrice de l'angle limite de celui-ci, FMi Pi- 

n. — Dans l'ellipse, le lieu des points symétriques d'un 
foyer par rapport aux tangentes est le cercle directeur. 
Dans la parabole, le lieu des mêmes points est la limite 
du cercle directeur, c'est-à-dire la directrice. 

III, — Dans l'ellipse, le lieu des projections d'un foyer 
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sur les tangentes esUe cercle principal. Or la limite de ce 
cercle, décrit sur AA' comme diamètre, est, lorsque le 
point A' s'éloigne indéfiniment, la perpendiculaire élevée 
en A à AA'.Donc, dans la parabole, le lieu des projections 
du foyer sur les tangentes est la tangente au sommet. 

IV.^Sià l'ellipse on mène deux tangentes par un point 
extérieur, i° elles font des angles égaux avec les deux 
rayons vecteurs du point; 2° la droite qui joint l'un des 
foyers au point de concours de ces tangentes est bissec- 
trice de l'angle que font les rayons vecteurs menés du 
mËme foyer aux deux points de contact. Donc, si à la 
parabole on mène deux tangentes KT, KT' par un point 
extérieur (flg. 44), 1° elles font des angles égaux 1, 2 avec 
le rayon vecteur de ce point et une parallèle à t'axe; 
2» le rayon vecteur FK du point de concours des tan- 
gentes est la bissectrice de l'angle MFM' formé par les 
rayons vecteurs des points de contact. 




V. — Dans la parabole comme dans l'ellipse, la portion 
d'une tangente mobile comprise entre deux tangentes 
fixes est vue du foyer sous un angle constant. 

69. — - Diamètres. — Dans la parabole comme dans 
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l'ellipse le lieu géométrique des milieux des cordes MN 
parallèles à une direction donnée est une droite QR 
appelée diamètre (flg. 45). Les diamètres de l'ellipse 
passant tous par le centre, et le centre de la parabole 
étant rejeté à l'infini sur l'axe, tous les diamètres de la 
parabole sont parallèles à l'axe Ax. 

Ainsi chaque diamètre ne coupe la parabole qu'en un 
point. 

La tangente TT' à l'extrémité d'un diamètre est paral- 
lèle aux cordes que ce diamètre partage en parties égales. 



A.ppli catî o n s . 

- Problème I. — Construire une parabole, con- 

g naissant le foyer F> une tan- 

/ gente T et la direction de 

/ l'axe Fx. 

"'-,, y Construisons le point G 

/•,. symétrique du foyer par rap- 

— y '''^ port à la tangente (fig. 46); 

/ il appartient à la directrice. 

/ Cette dernière est donc la 

perpendiculaire SS' menée à 

^' l'axe par le point G. On con- 

Pjg j^g naît maintenant le foyer et la 

directrice. 

Hemarquons que le point de contact de la tangente est 

à l'intersection de cette tangente et de la parallèle GM 

à l'axe. 

71. — Problème II. — Construire une parabole con- 
naissant le foyer F et deux tangentes T, T. 

La directrice est la droite qui passe par les points G, G' 
symétriques du foyer par rapport aux tangentes (fig, 47). 

72. — Problème III. — Construire une parabole con- 
naissant le foyer F et deux points M,- M' de la courbe. 
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Le point M (fig. 48) étant à égale distance du foyer F 
et de la directrice, cette dernière est tangente au cercle 
décrit du point M comme centre et passant par le point F. 
Elle est de même tangente au cercle décrit du point M' 
comme centre avec M'F comme rayon. Donc la directrice 
est une tangente commune SS' à ces deux cercles. 




Puis(iu'ils passent tous deux par on même point F, ils 
sont en général sécants, et il existe deux tangentes com- 
munes, et par conséquent deux solutions. 

Toutefois, si les points F, M, M' sont en ligne droite, 
les deux cercles sont tangents, intérieureme»t si le 
point F est entre les points M et M', extérieurement dans 
le cas contraire. Dans le premier cas, il y a encore deux 
tangentes communes extérieures ; la tangente commune 
intérieure ne répond pas à la question. Dans le second 
cas, il n'y a qu'une tangente commune extérieure, qui ne 
répond pas à la question, puisque le foyer ne peut se 
trouver sur le prolongement d'une corde. 
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SECTIOISS PLAINES DU CYLINDRE ET DU CONE 
DE RÊVOLUTrON 



Section plane du cylindre. 

73 — 11 est évident que la section faite par un plan pa- 
ralli le à 1 a\e d un cylindie se compose de deux généra- 
trices; si elles se 
réduisent à une 
seule, le plan est 
dit tangent au cy- 
lindre. D'ailleurs 
la section faite 
par un plan per- 
pendiculaire à 
l'axe est un cercle. 
C'est pourquoi 
nous n'avons qu'à 
étudier les sec- 
tions obliques. 

74. — Théo- 
rème. — La sec- 
tion d'un cylin- 
dre de réeoluiioit 
par M« plan 
\!j,,^ iy_ eblîQue à l'asce 

est une ellipse. 
Prenons pour plan du tableau un plan mené par l'axe H' 
perpendiculairement au plan sécant (fig. 49). Il coupe le 
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cylindre suivant deux génératrices GG', l£E', et le plan 
sécant suivant une droite DD', qui rencontre les généra-. 
trices en A et en A'. Dans le pkn du tableau, décrivons 
deux cercles I, I', de part et d'autre de la droite AA', 
touchant les deux génératrices et la droite AA', l'un en 
G, F, E, l'autre en G', F', E'. Enlevons le plan sécant, et 
faisons tourner autour de l'axe II' ces deux génératrices et 
ces deux cercles : les génératrices engendrent le cylindre, 
les deux cercles engendrent des sphères tangentes 
à toutes les génératrices du cylindre, et les points de 
contact sont tous sur les deux cercles GNE, G'N'E' engen- 
drés par les points G et G'. Ces sphères sont dites in- 
scrites au cylindre, elles cercles GNE, G'N'E' sont dits 
cercles de contact. Rétablissons maintenant le plan tan- 
gent : il est tangent à ces deux sphères. Car le plan du 
tableau et le plan sécant étant perpendiculaires entre 
eus, la droite IF menée dans l'un perpendiculairement à 
leur intersection est perpendiculaire à l'autre; ainsi le 
plan sécant, étant perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon, 
est tangent à la sphère I, et de même à la sphère I'. 

Soit maintenant M un point de la courhe de section. 
Menons ta génératrice NN'qui passe parce point, jusqu'à 
ses intersections en N et en N' avec les cercles de contact, 
et traçons les droites MF, MF' : elles sont tangentes 
respectivement aux deux sphères, puisqu'elles sont dans 
un plan tangent et passent par le point de contact. Donc 
MF = MN comme tangentes à la sphère I issues d'un 
même point, et de même MF' = MN'. Donc, en ajoutant, 
on a MF + MF' = MN + MK' = JNN'. Mais NN' est une 
quantité constante, égale à GG'. Donc la courhe est une 
ellipse dont les foyers sont F et F', et te grand axe AA'. 

Comme la somme des rayons vecteurs est égale à AA', il 
en résulte que AA'= GG'. Cette égalité résulte d'ailleurs 
de ce que AG est égal à AF comme tangentes à un cercle 
issues d'un même point, et par conséquent à A'F', et AG' 
est égal à AF' comme tangentes au cercle I' issues 
d'un même point. Donc 

GA + AG'^AF'+F'A'. 
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75. — Loiigneur du petit axe, — La moitié du petit 
axe est l'ordonnée OB menée dans l'ellipse, perpendicu- 
lairement à AA' par le milieu de AA'. Ce point est sur 
l'àîte du cylindre, cette ordonnée est perpendiculaire à ce 
même axe, elle est donc égale au rayon du cylindre, donc: 

Le petit axe de l'ellipse est égal au diamètre du 
cylindre. 

76. — Corollaire I. — 0» peut appliquer sur un cylindre 
toute ellipse dont le petit axe est égal au diamètre du 
cylindre. 

Il suffit de faire, dans la figure précédente, GG' égal 
au grand axe Sa de l'ellipse donnée. Comme son petit 
axe %b est égal au diamètre 2 R du cylindre, 2 a est plus 
grand que2R; donc, dans les cercles GFË, G'F'E', la 
distance 2 a des centres est plus grande que la somme des 
rayons 2R, et ces cercles sont extérieurs l'un à l'autre. 
On peut donc leur mener une tangente commune inté- 
rieure AA' et la section faite par un plan contenant AA' 
et perpendiculaire au plan du tableau, est l'ellipse 
donnée. 

77. — Corollaire II. — Tout cercle peut être considéré 
comme la projection d'une ellipse quelconque dont te petit 
axe est égal au diamètre du cercle. 

Car une section droite quelconque du cylindre, par 
exemple le cercle GNE, est la projection de l'ellipse 
AMA'. 

78. — Directrices de l'ellipse. — Soit, dans l'espace, 
DZ,D'Z' (fig. 49) les droites suivant lesquelles le plan de 
l'ellipse est coupé par les plans des cercles de contact: ces 
droites sont perpendiculaires au plan du tableau, comme 
intersections dedeus plans perpendiculaires àce plan, donc 
aussi à la droite AA' qui passe par son pied dans ce plan. 
Pourplusdesimplicitéjprojetonstoutelafiguresurleplan 
du tableau (fig. 50). Les droites DZ, D'Z' ont pour projection 
les points D, D', l'ellipse a pour projection son grand axe 
AOA', et îes cercles de contact ont pour projections les 
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droites GIE, G'I'E'. Soit M un point quelconque de l'ellipse ; 
sa distance au foyer F est, comme on vient de le voir, égale 
à MN, qui se projette en vi'aie grandeur. Sa distance à la 
droite DZ, étant pa- 
rallèle au p!an du d 
tableau, se projette ^ 
aussi en vraie gran- 
deur suivant MD. Or, 
lorsque le point M se 
déplace sur l'ellipse, 
le triangle MND, 
tracé dans le plan du 
tableau, reste tou- 
jours semblable au 
triangle OID. Donc 

les distances d'un fic. su. 

point quelconque de 

l'ellipse au foyer F et à la droite DZ sont dans un rapport 
MN_OI 
MD ~ OD 
de l'angle DOI que fait le plan sécant avec l'axe. 

Les mêmes conclusions s'appliquent au foyer F' et à la 
droite D'Z'. D'où cette proposition importante : 

// existe dans le plan d'une ellipse deux droites DZ, D'Z' 
pei'pendimîaires à 
l'axe, et à égale dis- 
tance du centre, Q- 
telles que les dis- 
tajicesMF,!iIQ{flg.51) 
d'un point quel- ' 
conque de l'ellipse à 
un foyer et à la droite 
située du même côté 
que lui sont dans 
un rapport constant, plus petit que l'unilé. 

Ces deux droites s'appellent (directrices. 
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Construction des directrices. — Pour exprimer 
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la longueur OD, considérons les deux triangles sera- 
blaiilea OID, AGD (fig. 50). On en déduit : 
or_ AD 

01 ~ XG 

Oi" 01 est égal à la moitié de G'G, c'est-à-dire à « ; AG 
est égal à AF, c^est-à-dire à a—c. Celte proportion 
s'écrit donc : 

OD^ AD 
a "~ « — 
fit en rctrancliant terme à terme ces rapports égaux : 
OD_OD— AD_a qd_^ 
a c c' ~^ c 

Il en résulte que pour construire OD on élève par le 
foyer F (fig. 51) la perpendiculaire FH au grand axe, jus- 
qu'à sa rencontre avec le cercle principal, et on mène la 
tangente HD au cercle principal. Car, cette construction 
étant faite, dans le triangle OHD, rectangle en H, 

Ôh'=OFxOD, ou a^^cXOD. 

80. — Rapport des distances d'un point de la courbe 
à un foyer et à la directrice correspondante. — Nous 
avons trouvé, pour la valeur de ce rapport (n" 78) ; 

0I_ n^_c 

Ce rapport est donc égal à l'excentricité. 

Section elliptique du cône. 

81. — Considérons un c6ne de révolution indéfini, 
c'est-à-dire la surface engendrée par une droite indéfinie 
tournant autour d'un axe qui la coupe. Le cône se com- 
pose de deux portions situées de part et d'autre du som- 
met, et qu'on appelle ses deux nappes. Nous voulons étu- 
dier les sections planes de cette surface. 

La section par un plan contenant le sommet se compose 
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de deux génératrices ; si elles se réduisent à une, ce plan 
est dit tangent au cône. D'ailleurs la section par un plan 
perpendiculaire à l'axe est un cercle. C'est pourquoi nous 
n'avons qu'à étudier les sections non perpendiculaires à 
l'axe et ne passant pas par le sommet 

82. — Théorème, — Tout plan rencontrant toutes les 
génératrices Sun cône sur une même nappe le coupe sui- 
vant une ellipse. — Prenons pour plan du tableau un plaa 
mené par l'axe ST perpendiculairement au plan sécant 
(fig. 52), Il coupe le cône suivant deux génératrices 
SX, SY, et le plan ^ 

sécant suivant une 
droiteDD',qui ren- 
contre ces généra- 
trices en A et en A'- 
Dans le plan du 
tableau décrivons 
deux cercles, l'un, 
de centre I, inscrit . 
au triangle SAA', 
rautre,decentrel', 
exinscritàce trian- 
gle relativement au 
côté AA', c'est-à- 
dire tangentau côté 
AA' et aux prolon- 
gements des deux 
autres. Ils touchent 
les deux généra- 
trices et la droite 

AA', l'un en G, E, f ■; 

F, l'autre en G', 

E', F'. Enlevons le plan sécant et faisons tourner au- 
tour de l'axe ces deux génératrices et ces deux cercles : 
les génératrices engendrent le cylindre, les deux cercles 
engendrent des sphères tangentes à toutes les généra- 
trices du cône, et les points de contact sont tous sur 
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les cercles GNE, G'N'E' engendrés par les points G et G' . 
Ces sphères sont dites inscrites au cône, et les cercles 
GNE, G'N'E' sont les cercles de contact. Rétablissons 
maintenant le plan tangent ; il est tangent à ces deux 
sphères en F et en F'. 

Soit maintenant un point M de la courbe de section. 
Menons la génératrice KN' qui passe par ce point, jus- 
qu'à son intersection en N et en N' avec les cercles de 
contact, et traçons les droites MF, MF'. Elles sont tan- 
gentes respectivement aux deux sphères, et par consé- 
quent égales aux tangentes MN, MN' aux mêmes sphères. 
DoncMF-J-MF' = NN'=6G', le lieu du pointM est une 
ellipse dont les foyers sont F, F' et dont le grand axe est 
égal à GG'. 

83. — Remarque 1. — Comme le grand axe est d'ail- 
leurs AA', il en résulte que AA'^GG'. C'est ce qu'on 
reconnaît directement de la manière suivante. Désignons 
par 2p le périmètre du triangle SAA'. On a : 
SA-j-AF'-|-F'A'-^SA'=-2ï>. 
Mais on peut remplacer AF' et F'A' par AG' et A'E' qui 
leur sont égaux respectivement comme tangentes menées 
à un même cercle par un même point. Donc 
SA + AG' + SA' + A'E'^Sp, 
SG' + SE'=:2p, 
et, SG' et SE' étant égaux comme tangentes à un même 
cercle issues d'un môme point, 

SG'=p. (1) 

D'un autre côté, le périmètre du même triangle s'ex- 
prime encore par 

SG4- GA + AF+ FA' +4'E + SE = 2 p, 
ou, puisque SG =;SE, AG^AF, A'F:=A'E, toujours par 
la même raison ; 

2SG + 2AA' = 2j), 

SG + AA'=p, 

SG = p — AA'. (2) 
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Retranchant membre à membre (1) et (2) : 

GG' = AA'. 
C. Q. ¥. D. 

84. — Remarque IL — Les égalités (1) et (2) montrent 
qu'étant donné un triangle a 
ABC (flg. 53) dont les côtés 
opposés aux angles A, B, G 
sont représentés par a, b, c, 
et le périmètre par 2 p, si on 
lui exinscrit un cercle rela- 
tivement au côtéBC et si on 
lui inscrit un cercle, les dis- 
tances AP et AQ du sommet 
A aux points de contact de 
ces deux cercles avec un côté 
passant par le point A sont 
égales àp etàji — a. 

85. — Corollaire. — On 
peut appliquer une ellipse 
quelconque sur tout cône de 
révolution. y^ 53 

En effet AG' est égal à AF' 
(flg. 52), c'est-à-dire àla somme « + c du demi-grand axe 
et de la moitié de ia distance focale. Ainsi 




SA^SG'-- 
e môme A'E' est ég. 



■AG' = 
1 à A'F' 



SG' — (rt + c). 
ou à a~c. Ainsi 



Soustrayons membre 
SG' = SE': 



SA' = SE' — (fl — c). 

membre, en remarquant que 

SA' — SA=2c. 

Si donc nous voulons couper le cône suivant une ellipse 
dont on donne le grand axe 2 a et la dislanee focale 2 c, le 
problème est ramené^ à construire le triangle SAA' dont 
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s connaissons le côté AA' = 2ffl, l'angle opposé S, et 
la différence 2 c des 
deux autres côtés. 

C'est ce que nous 
exécuterons de la ma- 
nière suivante. 

Supposons le pro- 
blème résolu. Imagi- 
nons les cercles K,K' 
(flg. 54), exinscrits au 
triangle relativement 
aux côtés SA, SA'. 
Soit B et C les points 
de contact de ces 




cercles avec les côtés AS, A'S prolongés. SB- 
011, d'après la Remarque II : 

AS + A'S + AA' ,c 

_ AV + A'S— AS 



■AB-AS, 



SB = 



SC=A'C; — A'S, 

A A' + AS— A'S 



D'oùla construction suivante. On porte sur AS et sur A'S 
prolongées les longueurs SB, SC égales respective'taent à 
fl-f-cet à ffl^c, on élève en B et en C, à SB et à SC, les 
perpendiculaires BK', CK, jusqu'à leur rencontre avec la 
bissectrice de l'angle A'SB. On décrit les cercles ayant 
K, K' pour centres, KC, K'B pour rayons, et l'on trace la 
tangente commune extérieure AA'. Il n'y a plus qu'à 
mener par cette droite le plan perpendiculaire au plan du 
tableau. 

Il y a toujours une solution et une seule pour chaque 
nappe, puisque par hypothèse a> c. 
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Section hyperbolique du cône. 

86, — Définition. — On appelle hyperbole le lieu géo- 
métrique des points d'un plan tels que la différence de» 
distances de chacun d'eux à deux points fixes appelés 
foyers est égale à une longueur fixe. 

Les distances d'un point quelconque du plan aux 
foyers s'appellent rayons vecteurs. 

87. — Théorème. — Tout plan sécant qui rencontre 
les deux nappes d'un cône le coupe suivant une hyperbole. 

Adoptons la même 
représentation et les 
mêmes notations que 
dans le cas précédent. 
La droite A.A' (flg. 55), 
trace du plan sécant 
sur le plan du tableau, 
coupcla génératrice SA 
sur une des nappes, la 
génératrice opposée 
SA' sur l'autre nappe. 
Au moyen des cercles 
EGF, E'G'F', exinscrits 
au triangle SAA' relati- 
vement aux côtés SA, 
SA', nous formons les 
sphères inscrites dans 
les deux nappes du 
cône, suivant les cer- 
cles ENG, E'N'G' et 
tangentes en F et en F' 
au plan sécant. Soit M un point de la section, N, N' les 
points où la génératrice passant par ce point coupe les 
deux cercles de contact. Comme précédemment : 
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GÉOMÉTRIE, 
membre à membre: 
MF'~MF = NN':=-GG'. 



Propriétés principales de l'hyperbole. 

88. — Branches de la courbe. — I/hyperbole se 
compose de deux bi'anches séparées, et situées chacune 
sur une des nappes. Suivant qu'un point M {fig. 55) de 
la courbe est situé sur l'une ou sur l'autre, c'est 
MF' — MF ou MF — MF' qui est égal à la constante GG'. 

Ces deux branches sont inllnies : car le plan mené par 
le sommet parallèlement au plan de !a courbe coupe le 
cône suivant deux génératrices parallèles au plan de la 
courbe. Si donc on fait tendre une génératrice du cône 
vers l'une ou vers l'autre de ces dernières, son point 
d'intersection avec la courbe s'éloigne indéfiniment. 

%9. — Symétrie. — D'après sa définition, l'hyperbole 
(fig. 56) est symé- 
trique par rap- 
port à la droite 
afx qui joint les 
foyers et aussi 
par rapport à la 
droite )/')/ menée 
perpendiculaire- 
ment à la droite 
FF' par son mi- 
lieu 0. Car deux 
points symétri- 
ques par rap- 
port à l'un ou à 
l'autre de ces 

axes ont leurs rayons vecteurs égaux chacun à chacun 

par raison de symétrie. 
Le premier de ces axes s'appelle l'axe focal on trans- 

verse; l'autre est l'axe non transverse. 
Le premier rencontre la courbe aux deux points A, A', 
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comme on le voit par la figure 55 ; l'autre ne la rencontre 
pas, puisque tes rayons vecteurs d'uu point de ce 
deuxième axe sont égaux. 

Les points d'intersection de la courbe et de l'axe focal 
s'appellent les sommets. Ils sont à égale distance du 
milieu de la distance focale, en vertu de la symétrie 
par rapport à l'axe non transverse. 

90. — Désignons par 2 a la différence constante des 
ravons vecteurs d'un point. Puisque le sommet A est sur 
lacourbe,AF'~ÀF=2a,ouAF' — A'F'=:2«,AA' = 2a.■ 
Cette distance s'appelle longueur de l'axe focal. 

La distance FF' des foyers se désigne par 2 c. Cette 
distance est plus grande que 2«, contrairement à ce qui 
arrive dans l'ellipse, puisque, dans le triangle FMF', 

FF'>MF — MF', 
ou 

2c>2«. 

Le rapport- s'appelle V excentricité : c'est m\.<i quantité 
plus grande que l'unité, 

91. — Le milieu de la distance des foyers est centre 
de symétrie de la courbe, puisque deux points M, M", 
symétriques par rapport à ce point, ont leurs rayons 
vecteurs égaux chacun à chacun en vertu de la symétrie. 

92. — Cercles directeurs. Tangente.— Les propriétés 
suivantes se démontrent exactement comme pour l'ellipse. 

Un point est extérieur ou intérieur à l'hyperbole 
suivant que la différence de ses rayons vecteurs est 
inférieure ou supérieure à 2fl. 

93. — Si l'on nomme cercles directeurs de l'hyperbole 
les deux cercles décrits de chaque foyer comme centre 
avec l'axe transverse comme rayon, la distance MF' d'un 
point de la courbe à l'un des foyers est égale à sa dis- 
tance MG au cercle directeur ayant l'autre foyer comme 
centre. Chaque foyer est en dehors du cercle directeur 
décrit de l'autre foyer, 
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94. — Une droite quelconque ne peut rencontrer 
l'hyperbole en plus de deux points. 

95. — Toute tangente SY à l'hyperbole est bissectrice 
de l'angle des rayons vecteurs du point de contact. 

96. — Par un point donné on peut mener deux 
tangentes à l'hyperbole, ou l'on n'en peut mener aucune, 
suivant que ce point est extérieur ou intérieur à la courbe. 
Leur construction est la même que pour l'ellipse. 

97. — Le lieu des points symétriques G d'un foyer F' 
par rapport aux tangentes est le cercle directeur décrit 
de l'autre foyer. 

Le lieu des projections d'un foyer sur les tangentes 
est le corde décrit sur l'axe transverse comme diamètre. 

98. — Asymptotes de l'hyperbole. — Soit F, F' les 
foyers, et G un point quelconque pris sur le cercle direc- 
teur décrit du foyer F (tig. 57). La perpendiculaire X¥ 




menée à la droite F'G par son milieu est une tangente, et 
le point de contact est à l'intersection M de cette tangente 
et de la droite FG. Si le point G se déplace, et que la 
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droite F'G tende vers la tangente F'K au cercle directeur, 
la tangente XY tend vers une position limite ST, FG tend 
vers FK, parallèle à ST, de sorte que le point M s'éloigne 
à l'infini. ST est donc la limite d'une tangente dont le 
point de contact s'éloigne indéfiniment. C'est donc une 
droite qui s'approche indéfiniment de la courbe, c'est-à- 
dire une asymptote. 

Il y a deux asymptotes ST, S'T', puisque par le point 
F' on peut mener deux tangentes F'K, F'K' au cercle 
directeur. Elles passent par le centre : car ST, étant 
parallèle au côté FK dans le triangle FKF' et passant par 
le milieu du côté KF', passe aussi par le milieu de F'F. 

Soit L la projection du 
foyer F' sur l'asymptote. /" '"Aj. 

Dans le triangle rectangle ' \^ 

LOF', OL=:a, OF' = c; X^ /Y" 

donc, en désignant la y^ \ 

moitié LOF' de l'angle <.; ,^---^X^ \ 

des asymptotes par 6 ; ^y"""^ eMa' 



99. — Problème. — \ /\ 

Appliquer sur un cône de \ .■'' \ 

révolution donné une hy~ "'•.,_ _,-•'' 

perbole donnée. — Soit '^ '' 

2aet2craxeetladistance F'^. 58. 

focale. Dans la figure 55, 

que nous reproduisons en partie (flg. 58), il faut que FF' 

et AA' égalent respectivement 2c et 2a. Or 

AS=^AG'-SG'^AF'"SG'=c + rt — SG', 

SA' = SE'-4-E'A' = SG' + A'F'=SG'H-*; — «, 

d'où, en additionnant : 

AS-(-SA' = 2c. 

Il s'agit donc de construire le triangle ASA', connais- 
sant le côte AA' =^ 2«, l'angle ASA' et la somme des deux 
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autres côtés, 2 c. C'est ce que nous exécuterons de la 

manière suivante : 

Supposons le problème résolu. Imaginons (flg. 59) ie 
cercle inscrit L et le cercle L' exinscrit par rapport au 




côté AA'; soit D, Di, 11, Hi les points où ils touchent 
les droites SA, SA'. Nous savons {n" 84) que SH vaut la 
moitié du périmètre, c'est-à-dire c + a. et que SD vaut 
la moitié du périmètre diminuée de AA', c'est-à-dire 
c — a. 

Nous sommes donc conduits à la construction -suivante: 
sur une des deux génératrices, SA, situées dans le plan 
du tableau, on porte d'un même côté du sommet les lon- 
gueurs SD, SH, égales àc — aetàc-)-«' Parles points 
D, H on élève à cette génératrice les perpendiculaires DL, 
HL' jusqu'aux points L, L' où elles coupent la bissectrice 
de l'angle formé par cette génératrice et par la partie de 
la seconde génératrice appartenant à l'autre nappe. On 
trace les cercles ayant L, L' comme centres et LD, L'H 
comme rayons ; enfin ou mène la tangente AA' commune 
intérieure à ces deux cercles : c'est la trace du plan 
sécant cherché. 

Pour que le problème soit possible, il faut que ces 
cercles soient extérieurs l'un à l'autre, c'est-à-dire que 
la distance de leurs centres soit au moins égale à la 
somme de leurs rayons. Désignons par 2 S l'angle XSY du 



y Google 



SECTIONS PLANfiS DU CYLINDKE ET DT) COiSE. 165 

Cône : l'angle ASY vaut 180° — 2 S, et sa moitié HSL vaut 
90°— S. Or 

SD _c — (ï 
osDI 
SL-^ SU ^c + a_ 
cosDSL sinS 

LL'-SL'-SL = ^. 

D'autre part ; 

LD = SD tang DSL — (c — a) cot S, 
L'E = SH tang ESL' = (c + «) colS. 
Donc la somme des rayons est : 

LD + L'lI=2ccotS. 
La condition est donc : 

^— ô'^2c cot S, 

ou, en multiplant par ^ sin S ; 

«>ccosS cosS^-. 



asymptotes (ii°98). Donc 

eosS^cose, e^S, 26^28. 

D'où ce théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse 
placer sur un cône de révolution une hyperbole donnée 
est que l'angle des asymptotes soit au plus égal à l'angle 
du cône. 

100. — Équation de l'hyperbole rapportée à ses axes. 
La définition de k courbe consiste dans l'égalité (tig. 60) 



MF~MF — ±2rt, 



yGoosle 



ou, comme au n" 35: 

slf^(c^xf-'Jt-Jf{ç-xr^±ta, (1) 
d'où, exactement par le même calcul qu'au n" cité : 

a^y°' — (c^ — «*) !»' + c^^ (^' — a*) =^ 0, 
et en posant c' ~a^=^V^ : 

divisant par a^b^ et changeant les signes : 
'^ — t.. 




a^ 



-1 = 0, (2) 



équation qui ne diffère 
de celle de l'ellipse que 
par le changement de 
b^ en — 6^. 

Comme on a élevé 
deux fois au carré l'é- 
quation (1), l'équation 
(2) est équivalente non 
pas à l'équation (i), mais 
à celles que l'on obtient 
n combinant les signes de toutes les manières possibles 



FlG. 60. 



dans l'équation suivante : 



:i)î=2o. (3) 



Or les deux signes — ne peuvent évidemment convenir 

à aucun système de valeurs réelles de x et de y. On ne 

peut non plus prendre les deux signes -j- pour de telles 

valeurs des coordonnées. Car l'équation reviendrait à 

MF'-|-MF = 2ffl. 

Or, quelle que soit la position du point M, MF-j-MF' 
est au moins égal à FP, c'est-à-dire à 2c, donc 
MF + MF'>2a. 

101, — On tire de l'équation (2) : 
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Celte formule met en évidence les propriétés suivantes : 

!• L'abscisse d'un point quelconque de la courbe est 
plus grande que -{-& ou plus petite que — a. 

Car autrement y serait imaginaire. En d'autres termes 
la courbe n'a aucun point entre les parallèles à l'axe des 
y dont les distances à l'origine sont OÂ. = ~{-a, OA' ^ — a. 

2° La courbe est symétrique par rapport aux deux 
awes des coordonnées, et en conséquence par rapport à 
l'origine. 

3" L'abscisse croissant de -{-^ à-\-oo. l'ordonnée prend 
deux séries de valeurs, les unes croissantes de zéro à -\-°o, 
les autres égales et de signe contraire. Il en est de même 
pour X décroissant de zéro à — oo. 

102. — Rayons vecteurs en fonction de l'abscisse. — 
On trouve, comme pour l'ellipse (n" 37), les valeurs sui- 
vantes des rayons vecteurs : 



Oo doit prendre le signe -j- ou le signe — devant ces 
deux formules, suivant que x est positif ou négatif. 

103. — Équation de l'hyperbole rapportée à ses asym- 
ptotes. — L'équation (-2) peut s'écriie 



e+i)(M)-<-»- 



Imaginons les droites XiX'i, YiY'i (Og. 61) représen- 
tées parles équatioas 

~ + ! = û. (6) 

a ' b ' ^ ^ 

a b ^ ' 

Soit ic et ^ les coordonnées d'un point quelconque 
M du plan, MP= a sa distance à la droite X^X'i, MQ = ô' 
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sa distance à la droite YJ'i- Nous avons trouvé (Algèbre, 
nM06): 



Le radical peut s'écrire 



signe — suivant que 

-f-y est positif ou 

négatif, c'est-à-dire 
suivanl que l'abscisse 
du point M est plus 
grande ou plus pelite 
quel'abscissedu point 
ayant même ordonnée 
■ droite X,X'i, ou 
enfin suivant que le 
point M est dans la 
FiG. 6i, régionXiX'iYiOudans 

la région \,\\Y'i du 
plan, que nous appellerons respectivement région posi- 
tive ou négative par rapport k la droite XiX'i. De même 




. «6 /^ _ ï\ 
' c \a bj' 



(9) 



en prenant le signe -|- ou le signe — , suivant que le 
point M est dans la région positive ou négative par rap- 
port à YiY'i, à savoir dans la région YjY'iXi, ou dans la 
région YiY'iXV Or, si le point M est sur la courbe, les 

deux facteurs - + 4? j ont le même signe, puisque 
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feur produit est égal à l'unité ; donc le point M est à la 
fois dans les régions positives, ou à lafois dans les régions 
négatives par rapport aux deux droites. En d'autres 
termes, le point est dans l'angle XiOYj ou dans son 
opposé parle sommet X'iOY'i. 

Multiplions membre à membre les équations (8) et (9) : 
en tenant compte de l'équation (5), nous trouvons : 

Prenons maintenant pour axes coordonnés les droites 
XjX'i, Yil'i, désignons par Xi et yi les nouvelles coor- 
données MR, MS du point M. Dans le triangle MPS, 

MP = MSsinMSP, 
ou 

S = |/,sinYiOX,. 
De même, dans le triangle MQR, 

S'^^iSinYiOX., 
d'où, en multipliant membre à membre : 

SS'=a;iî/i sin^'iOX,, 
et, en vertu de î'équation (10) : 

»""= t-sin°'ï.'ox. ' '"' 

Cette équation est précisément de la forme de i'équa- 
tion(l) (Algèbre, n° 70), ce qui justifie le nom d'hyperbole 
que nous avons donné à la courbe représentative de cette 
équation (1). 

D'après ce que nous avons trouvé (n° cité), les axes 
XiX'i, YiY'i sont les deux asymptotes de l'hyperbole. Dé- 
signons leur angle par 2 6. Nous avons trouvé {Géomé- 
trie, n" 98) : 

cose =-- 



= 2 sinOcos 0^^2 
— Goiiipl. alg. ol g-ijora, 



W^ 
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L'éi^uation (H) devient ainsi : 



(12) 



Telle est l'équation de l'hyperbole rapportée à ses 
asymptotes. 

Section du cône par un plan quelconque. 

Théorème, — Dans toute section conique, le rapport 
des distances d'un point quelconque de la courbe à un 
point fixe, appelé foyer, et à une droite fixe, appelée 
directrice, est constant. 

104. — Prenons, comme aux n" 82 et 87, pour plan du 
s tableau le plan 

mené par le 
sommet S du 
cône, perpen- 
diculairement 
au plan sécant: 
soit toujours 
SX, SY les gé- 
nératrices si- 
tuées dans le 
, plan du tableau 
(fig. 62, 63,64), 
AA' la trace du 
, plan sécant, A 
el A' les points 
' où il coupe ces 
génératrices. 
Le plan coupe 
"'•■,_ ,.-' toutesles géné- 

"~~-, .--''' ratrices d'une 

Via. B2. même nappe 

dans la fl - 

gure 62, les deux nappes dans la figure 63; danslaiîgure64 

il coupe toutes les génératrices d'une même nappe, sauf 
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la génératrice SY à laquelle il est parallèle, en sorte que 
le point A' est rejeté à l'infint. Mais le raisonnement est 
toujours le même. 

Traçons un cercle 
EFG langent à AA' en 
F et aux deux géné- 
ratrices SX, SY en G 
et en E, sur une 
même nappe du 
cône. C'est l'inter- 
section du plan du 
tableau avec une 
sphère inscrite au 
cône et tangente au 
plan sécant en F. La 
droite GE est la trace 
du plan du cercle de 

contact. Enfin la ••-,, .-•-' 

droite A d'intersec- „ g^ 

tion de ce dernier 

plan avec le plan sécant est perpendiculaire a 

tableau, qu'elle perce 

au point D. 

Réduisons la figure 
à sa projection sur le 
plan du tableau. La 
section seprojettesui- 
vantla droite AA'. Soit 
M un point de la 
courbe. Menons la gé- 
nératrice SM; soit P 
le point où elle coupe 
le cercle de contact. 
Les droites MF, MP fig. 6i. 

sont égales en vraie 

grandeur, comme tangentes à la sphère issue du pointM. 
Or la vraie grandeur de MP est la portion QE de la généra- 
trice SY comprise entre les deux plans MQ, GE perpendi- 



! plan du 




y Google 



il% GÉOMÉTRIE. 

culaires à l'axe. Menons la droite MR parallèle à QE jus- 
qu'à sa rencontre en R avec la droite EG ; MR est égal en 
vraie grandeur à MF. D'ailleurs la perpendiculaire abais- 
sée du point M sur la droite A, étant parallèle au plandu 
tableau, se projette en vraie grandeur suivant MD. Donc 
le rapport des distances du point M au point F et à la 

droite A est t?^' Menons parallèlement à MR la droiteAT, 

rencontrant EG en T. Deux triangles semblables donnent : 

MR_AT M£ — ;^ 

MD~AD' **" MD~AD' 

C.Q.F.D. 

Dans la figure 64, le point R ainsi que le point T se con- 
fondent avec le point D. 

105. — Remarque I.^ i° Si l'angle XAA' est plus grand 
que l'angle XSY du cône (fig. 62), c'est-à-dire si la sec- 
tion est une ellipse, AT est plus petit que AD, et le rapport 

MF 

constant TTg est plus petit que l'unité. 

2' Si l'angle XAA' est plus grand que l'unité, c'est-à- 
dire si la section est une hyperbole (fig. 63), AT est plus 

MF 
grand que AD, et le rapport ^ est plus grand que 

l'unité. 
3° Si l'angle XAA' est égal à l'angle du cône (flg. 64.), 
MF 
AT se confond avec AD, et le rapport ^^j ^^^ ^g^' ^ l'unité. 

Donc'chaque point de la courbe est équidistant du foyer 
et de la directrice; en d'autres termes, la section est une 
parabole. 

Dans ce troisième cas, le plan sécant est parallèle au 
plan mené par la génératrice SY perpendiculairement au 
plan du tableau. Ce dernier plan n'a qu'une génératrice 
SY commune avec le cône, el est tangent au cône. Donc : 

Tout plan parallèle à un plan tangent coupe le cône 
suivant une parabole. 
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106.—- Remarque II. — On peut couper un cône ds 

révolution quelconque suivant une parabole donnée. 
En effet, une parabole est déterminée par la distance 

AF du sommet au foyer. 

II suffit donc que, dans la s 

figure 64, AF ou son égal A& 

ait une longueur donnée. 
Soit I le centre du cercle 

EFG (fig. 63). On peut con- 
struire le triangle rectangle 

AGI, dont on connait le côté 

AG et les angles, puisque 

l'angle aigu AIG est égal à 

la moitié ASI de l'angle du 

cône, à laijuelle ses côtés 

sont perpendiculaires. En- 

suile on peut construire le triai 

on connaît un côté AI et les angles, ce qui fait connaître 

la longueur SA. 

■107. ^- Rëmaeiode m. — Dans les deux premiers cas, il 
y a deux foyers et une directrice correspondante à chacun 
d'eux. Car il y a deux cercles EFG, E'F'G' inscrits au 
cône etjtangenta aux deux génératrices sur une môme 
nappe. 

10^. — Rapport des distances d"uii point de la section 
au foyer et à la directrice correspondante. Construc- 
tion des directrices. — Nous allons, dans le cas où la 
section est elliptique ou hyperbolique, exprimer en fonc- 
tions de a et de c le rapport des distances d'un point de 
la courbe au foyer et à la directrice : 

1' Dans le cas de l'ellipse (fig. 66), on a, puisque les 
distances des deux points de la courbe A et A' au foyer F 
et à la directrice A sont proportionnelles : 



igle rectangle AÏS dont 



FA AT A'F - 



FA 



yGoosle 
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Mais A'F = « -+■ c, FA -:. a — c, et A'D — AD ^ 2 a. 
Donc 

FA _o 

AD~ a 

Tel est le rapport cherché : il est égal à l'excentricité, 
comme nous l'avons déjà trouvé (n" 80). 

Cherchons la distance OD du centre à la directrice. On 
déduit de la proportion précédente: 



AD = FAX -^[a- 



x,=T-« 



0D = 



-AD = 



Nous avons déjà indique (n" 79) la construction de 
cette longueur. 

2° Dans le cas de l'hyperbole (flg. 67), on a de même : 
FA _ FA' _ FA + FA' _ c 
AD ~ DA' ~ AD -j- DA' ~ a 
Le rapport cherché est encore égal à l'excentricité, 




Calculons la distance OD. On tire de la proportion pré- 
cédente : 
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on =: OA — DA =- —, 
c 

môme expression que pour l'ellipse. Pour la construire, 
décrivons un cercle sur AA' comme diamÈtre, menons- 
lui la tangente FK. Il n'y a plus qu'à mener KD perpendi- 
culaire sur AA'. Car dans le triangle rectangle OKF, OK 
ou a est moyen proportionnel entre OD et OP. 

109. — Corollaire. — Puisque toute ellipse et toute 
hyperbole sont des sections d'un cône^ nous pouvons 
formuler le principe suivant : 

L'ellipse et Vhyperbole ont une directrice correspon- 
dant à chaque foyer. Le rapport des distances d'un point 
quelconque de la courbe à chaque foyer et à la directrice 
correspondante est égal à l'excentricité. 



y Google 



CHAPITRE IV 

L'HÉLICE 



HO. — Définition. — Une surface est dite dévelop- 
pable quand on peut la développer sur un plan sans la 
plier ni la déchirer. 

111. — Théorème, — La surface latérale d'un cj/Undre 
est développable. 

En effet, soit la surface latérale d'un prisme droit quel- 
conque ABCDEA'B'C'D'E' {iig. 68). 

Menons par l'arête AA' un plan arbitraire. Faisons 



FiG. m. 

tourner la t'accABA'B' autour de AA' et appliquons-la sur 
ce plan, dans la position ABiA'B'i; puis faisons tourner 
la face BGB'C autour de BiB',, et appliquons-la sur ce 
plan dans la position BiGiB'id, et ainsi de suite. La sur- 
face latérale du prisme est ainsi développée suivant le 
rectangle AA^A'A'î. 
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Les périmètres des deux bases ont pour développements 
les droites AAa, A'â'e. 

Or un cylindre est la limite vers laquelle tend un 
prisme lorsque toutes ses faces tendent vers zéro. Donc 
la surface latérale d'un cylindre droit quelconque est 
aussi développable suivant un rectangle. Les courbes dfi 
base ont pour développements les bases de ce reclangle. 

112. — Définition. — L'hélice est la ligne engendrée 
par une droite tracée dans un plan lorsqu'on enroule ce 
plan sur la surface latérale d'un cylindre de révolution. 

Ainsi soit un cylindre de révolution ABA'B' (fig. 69). 
Menons par l'a- _ • a' a' .x- 

rêteAA'un plan b'jCHS^ 
quelconque, et 
dans ce plan par 
les points A, A' 
les perpendicu- 
laires kx, k'x' 
à AA', Prenons 
sur Aa; les lon- 
gueurs consé- Frc. ti9. 
cutives AAi, 

AiAa, AîAa égales à la circonférence de base rectifiée, 
formons les rectangles AAïA'A'i, AiAjà'iA'^, etc., et 
traçons la droite AA'a, Si nous enroulons le plan autour 
du cylindre en laissant AA' dans sa position, les portions 
de droite AAi, AiAa, AjAa viendront successivement s'ap- 
pliquer sur les circonférences de base, et les droites AiA'i, 
AaA'î, AaA'î sur l'arête AA'. La droite AA'a engendrera 
une courbe ACDA' qui est l'hélice. 

On appelle pas de l'hélice la portion AC d'une généra- 
trice du cylindre comprise entre deux points consécutifs 
d'intersection de celte génératrice et de l'hélice. 

On appelle spire de l'hélice l'arc compris entre ces deux 
mêmes points. 

Le pas de l'hélice est une quantité constante, et toutes 
les spires sont égales. 
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Car, si l'on prend sur la surface du cylindre tout autre 
point que le point A, et qu'on répète les mêmes opéra- 
tions en l'adoptant pour point de départ, on obtient une 
autre figure superposable à la première. 

113. — Théorème. — L'hélice coupe toutes les généra- 
trices du cylindre sous le même angle. 

Considérons un prisme régulier ABCDEA'B'C'D'E' 
(fig. 70), et le développement ABiC,...AbA'B',...A'3 de sa 




surface latérale sur un plan. Traçons dans ce dévelop- 
pement la droite AA'^; elle coupe les droites BiB',, 
CiC'f... aux points bi,ei..., toutes sous le même angle. 
Cela posé, enroulons le plan AAaA'A'a sur la surface 
latérale du cylindre. Les droites BiB'i, dd... s'appliquent 
sur BB', ce..., et la ligne droite kbiCididk'i engendre la 
ligne brisée Kbcdek'. qui coupe toutes les génératrices sous 
le même angle, puisque les angles égaux AftjBi, ^iCjCi... 
se superposent à A6B, 6cG... 

Si le nombre des faces du prisme augmente indéfi- 
niment, la ligne brisée tracée sur sa surface a pour limite 
«ne hélice. Un de ses côtés, tel que de prolongé, a pour 
limite une tangente à l'hélice. Donc cette tangente fait 
un angle constant avec la génératrice. 



■Hi. 



-Définitions. — On appelle origine de rhélicuît 
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ie ses points A choisi arbitrairement (fig, 71); plan de 
base du cylindre le plan de la section droite menée par 
l'origine ; or- 
donnée d'tm DfC 




rare d'héliee compris entre l'origine 
e point; sous-tangente la projection mT, stir le plan 
de base, d'une tangente Mï limitée au point de contact et 
au plan de base. 

115. — Théorème. — 1° L'ordonnée d'un point de 
l'hélice est proportionnelle à l'abscisse curviligne du 
point; 2° la sous-tangente enun point est égale à l'abscisse 
curviligne du point. 

i" Soit ABCD (fig. 71) le cylindre, AA'iBB' sa surface 

latérale développée suivant un rectangle sur un plan 

passant par AB, AB' la droite qui se transforme dans 

î'hétice, M' un point de cette droite, m' sa projection 

sur AA'. Lorsqu'on enroule le rectangle ABA'B' sur la 

surface du cylindre, le point M' devient un point M de 

l'hélice, la droite M'm' s'applique en Mm sur une 

ordonnée de l'hélice, et le segment de droite km' 

s'applique sur l'abscisse curviligne km du point M. Or 

les triangles kWm', AB'A' étant semblables : 

Wm' _ A'B' 

Am' AA' ' 

Mw ^ AB 

arc km ciïc CA' 

quantité constante. 
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2° Soit la sous-tangente mT. Elle est évidemment 
tangente au cercle AC. Les triangles Mjji'f, Wm'A. sont 
égaux comme ayant 
un côté égal Um := 
M'm', adjacentàdes 
angles égaux, savoir 
les angles en m et 
î»' droits, les angles 
en M et M' égaux 
d'après le théorème 
précédent. Donc 
■mT=^Am'=AiH. 
C. Q. F. ]). 

116.— Problème. 
— Construire la 
projection d'une hé- 
lice sur un plan 
parallèle à fasce. 

Prenons pour 
plan horizontal de 
projection celui de 
la section droite 
menée par l'ori- 
gine. Il s'agit de 
faire la pro.jection 
de l'hélice sur un 
plan vertical, que 
nous supposerons 
parallèle au dia- 
mètre «6 passantpar 
l'origine a(Jlg. 72). 
Soit XY l'intersec- 
tion de ces deux 
plans. 
Les génératrices passant par les points « et ii se pro- 
jettent verticalement suivant les perpendiculaires a'a'i, 
b'b'i k XY, et les autres génératrices se projettent toutes 
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entre ces génératrices extrêmes. Partageons la circonfé- 
rence fflfi en huit parties égales, par exemple, au moyen des 
points 1, 2, 3, . .8. Traçons les projections verticales des 
génératrices passant par les points de division. Portons 
sur a'a'i la longueur a'a'i égale au pas de l'hélice. Parta- 
geons cette longueur en huit parties égales, par les points 
1,2. .,8: les longueurs a'i, a"i...a'S sont égales aux 
ordonnées des points qui se projettent horizontalement 
aux points 1,2^.8. Iln'y a donc qu'à mener par les 
points de division de a'a'i des parallèles à la ligne de 
terre, jusqu'à leur rencontre respectivement avec les 
lignes de rappel de même numéro d'ordre. Les points 
d'intersection appartiennent à la projection verticale 
cherchée. On les joint par un trait continu. 

U7. -— Construction de la tangente. — Pour construire 
la tangente en un point (m, m'), on mène dans le plan 
horizontal par le point m la tangente au cercle ab, sur 
laquelle on prend la longueur me égaie à l'abscisse cur- 
viligne am; c'est la sous-tangente. On projette le point c 
en c' sur XY, et la droite c'm' est la tangente à la pro- 
jection verticale de la courbe. 

Remarque. — En appliquant cette construction aux 
points bi,a'i qui sont sur les génératrices extrêmes, on 
voit que les tangentes en ces points à la projection de 
l'hélice sont les projections mêmes de ces génératrices. 

as. — Points d'inflexion de la courbe. — Soit (m, n') 
un point dont la projection horizontale n soit à l'extré- 
mité du diamètre perpendiculaire à la ligne de terre. 
Considérons deux points quelconques {m, m'), {p,p'), 
tels que le point n soit le milieu de l'arc mp. Dans le plan 
vertical, le point n' est le centre du rectangle m'rp'q 
formé par des parallèles et des perpendiculaires à la 
ligne de terre partant de m' et dep', puisqu'il est à égale 
distance des côtés opposés. Donc les points m', p' sont 
symétriques par rapport à «' ; en d'autres termes, le point 
n' est un centre de la courbe tracée dans le plan vertical. 

Faisons tourner la sécante ni'n'p' autour du point n', 
PoHGHON. — Compl. alg. et géom. 11 
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jusqu'à ce que le point m' se confonde avec le point n' ; le 
point p' se confondra en mCme temps avec n', en sorte 
que la tangente en n' doit être considérée comme ayant 
avec la courbe non pas deux points communs confondus 
en un seul, ainsi qu'une tangente ordinaire, mais trois 
points communs. Cette tangente laisse les deux arcs 
n'm', n'p' de part et d'autre d'elle-même, et le point n' 
est un point d'inflexion {Algèbre, n" 58), 

Les mêmes remarques s'appliquent à tous les points 
(le la courbe, comme w'i, qui sont sur la projection ver- 
ticale de l'axe. La courbe a une infinité de centres et de 
points d'inflexion. 
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EXERCICES 



I. — ALGEBRE ET GEOHETBIE ANALÏTIQUE 
Dérivées. 

Calculer les dôriyocs îles fonctiuna suivanles : 

(11 (l+ï.Kl-s.l. 

(2) (l+2ic-iî)') (1— 2œ + iï'^4œ'). 

, i + a«-3.' 

''*' 3œ'-3œ> + 9a:-3 

(4) Jî. 

(5) f?. 



(6) 


\/fla:' + È« + c. 


m 


VS. 


(81 


■SJ/up, M désignanl una fonelio; 


(»i 


V.-;. 


(401 


v/7^'. 


(H) 


K^5« + S)V«'-2» + 2. 




^r+-, + ^v^. 



(13) Sin X, C05 w, tang ir.'par le calcul cl par des cous ûlâ ration s 
géomélriques. 

(14) Arc sin x, arc cas x, arc tang a: (c'esUà-dire are dont la sinus, 
le cosinus, la tangente est se), par le calcul et par la géométrie. 

Variation des fonctionsi 

Étudier la variation des fonctions auivaiilBa, ot tracer les courbes 
représonlalives ; 

(15) y = 'Î3? — Wx + T. t 
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116) 


y = 3^-+12:r + U. 


(17) 


!, = -53^ + 3:r+t. 


(1!) 


H=3!'— 29a' + 100. 


(U) 


S = a»' + 3:c' — 5. 


m 


y^3^ + Gx'+i. 


(11) 


,«li' + l!.' + ». 


m 


j = œ' — 3œ' + 5. On inliquera le sens do la concnvit< 


m 


5- (a,-!) (a,- 1) (4-i). Même obamallon. 


(M| 


j = a!'+p3! + î, petg Ctant des constantes données. 


On Ehcroliera la coadilion pour que In courbe coupe l'axe t 


Irois points réels. 


(2t) 


9 = (j-l)'(n!-a)(4-3a!). 


m 


« = (210 + 1)' (a;-2)=(5-a^). 


m 


ï = (3n;-2)'(2a; + 3)'(5-o;)'. 


(M) 


ï-i'll-a.)'. 


(29) 


»-(!-.)■■ 


(30) 


» (1-1)1 


(31) 


j/ = n;"(l — n:)», m et p étant des entiers positils. 


(32) 


1* (1 -a:)" 


(33) 


,=.VïVi-*- 


(34) 


, '■ + ' 
'-,?=4 


(35) 


««•-4. + S 
' •■ + 1 + 1 


(36) 


,_'-;- 3» 






(37) 


--+.4-, 


(38) 


3.'-5nt-I 


" .?~2i-4 


(39) 


5tr-3 


'J S»- + 2>, + l 


(40) 


2te'+tc + 3 
' .• + !l + 5 


(41) 


■3à'-2a!+l 
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,,,. 3a;' — 4« — 5 

'*" '" ..-î.+i - 

(4SI «- '" + '!' 

(4«1 „.ï±i£±l. 

(«) » = 

(48) 
(50) 

(51) j _ ± (/r+l; + v/1— 

(52) y = ±^nr^±v'^ 

(53) y = 23; + 3±v/5*^^ 

(54) V--^\/^~^ 



3^ — aa;'- 

(• + »)■■ 
(»-<)- „ 



(5b) 


î( = ±y/(a_l)' + a. 


(SB) 


!; = ±Y'œ'— 4œ-i. 


(bï) 


!/ = iÎ3^-l±\/3^' + a; + l. 


(58) 


y = 3,ï + 2±Y/:i;'-2œ-l, 


(5») 


'=-\/SîlSl- 


(M) 


'-\/SîlSI. 


(M) 


ij = ±:y/3!'^hx' + i. 


(fi9l 


.,_*./ 1 



-133!'+ 36 
Même question pour la foncliuu implii;! 
éqiintioiis s m van le» : 
(63) x' + -2'xy + i>f — 1^0. 



y Google 



186 KSERCIOES. 

(84) 3i' + ixij + 5y' — ^x + 'iy — i^ = 0. 

(85) i' — 4œy-2t/' — 1 =0. 

(68) x' + 6xii + 2y' + Gx + iy-\a = 0. 

(67) x'-ixy + iif-lO = 0. 

(68) î^x' + Wxy + f + Sx-^y-AO^O. 

(69) Déterminer b et b' de lelle sorte que la Traslion 

ix' + bx-j- a-t 

3a;' + 6'ai — 8 
puisse prendre tontes les valeurs possibles, sauf celles qui sont ci 
prises entre 1 et 2. 

(70) Dans quel cas la fraeEion 

ÏÏfe'a;— 1 
ost-elle suacoptiblo d'ui 
valeurs de b et de b' ce 
let i? 

(71) Trouver la relation qui doit exister entre h a u' 
niiw;im«m et le «iminiMni de la fraction 

a;' + ^ a^_fi 

soient égaux et de signes contraires. 

(72) Déterminer b et 6' de telle sorte ijue lu fraction 



x' + ib'x ■h^ 

(73) Si l'on résout par rapport à œ l'i^quatiou 
aic' + tbœ + c 

ce qui donne deux valeurs de forme 



^- Yy + 5 

où a, p, Y, 6, A, E, C sont dos fonctions de a, b, c, a\ b\ C, pm 
par les formules des coefficients A, B, G que si A est négatif, H' - 
est nécessairement positif. 
(74) Trouver le maximum et le minimum du la fonction suivn 



X et s étant liés par la relation 

a + s = a (quantité oonstanLe). 
(75) Trouver le maximum et k 
y-i 
X et 3 étant liés par la relation 
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(76) Éludior la varialion du piji'imÈlro d'un reclangle inscrit à un 
demi-cercle donné, en faisant croîtra la haulenr à partir de îéro. 

(77) Un triangle hocËle est inscrit à un cercle donné : étudier la 
variation de la somme de la base et do la hauteur, en faisant croître 
sa hauteur à parlir de séro. 

(78} Un trapèie isocèle est inscrit à un demi-eorcio donné, l'une 
des bases étant le diamètre. Étudier la variation de son périmËtre. 

(70) Étudier la \ariation de la somme des carrés des oftlés du 
trapèze précédent. 

(80) Par un point pris sur la bissectrice d'un angle droit, on mène 
une droite terminée aux deux cOtés de l'angle. Étudier la variation de 
la longueur de cette droite lorsqu'elle toutue autour du point fixe. 

(SI) Par un point pris dans un angle, on mène une sécante. Ëtudiei' 
la variation de l'aire du triangle qu'elle intercepte, lorsqu'elle tourne 
autour du point fixe. 

(8S) Par un point pris dans un angle, on mène une sécante. Étudier 
la variation de la somme des segments compris, sur les côtés de l'angle, 
entre le sommet et la sécante, lorsqu'elle tourne autour du point fixe. 

(83) Étudier la variation de l'aire d'un rectangle inscrit dans un 
triangle donné. 

(84) Étudier la variation ■ 1° de li surface- *° du périmètre d'un 
trp BC Id Mtqldqt 

mè 1 1 i I t 



(86) Et t d 1 p t 
1 êm 1 g p t 


A B r 

bl M Ei d 


d d d t 


d p t M t 


(86) El t d t gl 
d é d d la 


t gl é d 
d [ t p 


(87) Et l d é t pÈ 
p lié! b Et d 1 


1 1 P 
d 1 


d seg t déi é 


tt é t p 


(88) Éta t d d 
P 1 Ig d l 
Et d 1 d 1 m 


fé p 
È U g t 
d ta g t 


(89) El 1 1 é d p 
d p IIÈI è p 


Il le- P t P t 
t t J d 


g 1 q d t 1 p mè 
Et d 1 t d 1 1 


P P k t 
t gl MKL 


(90) D fé 
p d t t 1 


p ta gl d 

se 


t d t m d 


é d à d 


(91) D i mè fl et 


Il t i 



Et d 

i p d t d d 
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(92) Étudier la varialion de l'hypoténuse du (riangle rectangle dont 
le périmèire est eoDstant. 

(S3) étudier la varialion du périmètre d'un triangle rectangle dont 
la surface est constante. 

(EU) Ëludier la variation du périmètre d'un triangle rectangle cir- 

(95) On donne un triangle al un point sur sa base. On forme un 
triangle inscrit au premier, ayant pour sommet ce point et pour base 
une parallèle variable à la base du premier. Étudier la variation de la 
surface de ce second triangle. 

(96) Étant donnée une drnite AB de longueur a, on la partage en 
deux portions par un point quelconque F. On forme, d'nn même côté de 
la droite, le carré AFDC, le triangle équilatéral FËB, et l'on mène lu 
droite DIS. Étudier la variation de l'aire du polygone ACDË6. 

(97) Étudier la variation de la surface d'un triangle isocèle dont le 
périmètre reste constant. 

(9S) Un trapèze isocèle a une base fixe et un périmètre fixe. Étudier 
la variation de sa surface lorsque l'autre base varie. 

(99) Étudier la variation de la surface d'un triangle Isocèle circon- 
scrit a un cercle donné. 

(100) Étudier la variation de ta surface d'un triangio isocèle inscrit 
à un cercle, 

(101) Par un point K donné dans un cercle, on mène deux cordes 
rectangulaires variables AB, CD, et Ton mène les droites BC, AD. Étu- 
dier la variation de la somme des aires des deux triangles EBG, KAD. 

(102) Étant donnés une circonférence e( un point A extérieur à 
cette circonférence, on mène une corde variable BC perpendiculaire à 
1 d *t OA r f m I t * 1 ABC Et d* I ' ti d 1' ' 



cS m g B D m 

AB 
rapport de sa surface h celle du triangle ABC, en faisant crojtie AA a 
partir de zéro. 

(106) D'un point fixe 0, comme centre, on décrit un cercle de rayon 
variable. Par un autre point ilxe A, on lui mène deux tangentes AM, 
AH, Étudier la varialion de la longueur do la corde des contacts MN. 

(107) Klndier la varialion du volume d'un cylindre droit inscrit dans 
un cône de révolution. 
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(t08) El d 1 t d 1 f i 1 I d Eïlinrlre droit 

inscrit it A d i^ 1 I 

(109) El d 1 d 1 f t l d ejrlindre droit 
inscrit à a d é 1 t 

(110) El d l d I d a d révoluUoo cir- 
CDitecri à yl dr 1 é 

(111) Et t d é a d 1 d fi 1 ux nappes, on 
le coup p ï të d 1 1 1 bl p pandiculaires à 
Bon axe tédp tdtd mm t d t 1 distance est 
constanl El d 1 t d 1 pte 

(112) El I d É d pi p Uâl t d 1 un cercle, oa 
prend et d pi t Ippdl commune qui 
passe parle centre du cercle, un paini quelconque; on forme le cane 
à deux nappes ayant pour aommel ce point el pour directrice le cercle. 
Etudier la variation du volume intercepté entre les de\ix plana, 

(113) Étudier la variation de la surface totale d'un cûne droit circon- 
scrit à une sphÈre. 

(114) Étudier la variation de la sui-face latérale d'un cflne droit cir- 
conserit & un hémisphère. 

(115) Étudier la variation du volume d'un cône de révolution inscrit 
à une sphère. 

(116) Étudier la variation du volume d'un cylindre de révolution 
inscrit à une splière. 

. (117) Dans une feuille de carton rectangulaire, on mène une parai- 
lÈle à chaque cûté ; on enlève lea carrés d'angle, et l'on relève k angle 
droit les reolangles marginaux de manière à former une boite sans 
couvercle, en forme de parallépipède reclangie. Étudier la variation du 
volume de celte boite, en faisant croître à partir de zéro le câtéde» 
carrés d'angle. Examiner le cas particulier où la feuille de carion don- 

(Ils) On coupe une sphère par un pian variable AB, et l'on forme le 
cône SAB circonscrit à la sphère suivant le cercle de section. Étudier 
la variatien de la surface latérale de ce cSne à ta surface de la oalotle 
spliérjque incluse. 

(119) On circonscrit à une splière 
rayon de l'une des bases croît ; étu( 
de ce tronc de cflne. 

(120) Etant donné un cône de révolutiouj dont le rayon de base' 
est K et l'apDlhèmo a, on le coupe par un plan variable parallélo à ta 
base. Étudier la variation du produit de la surface latérale du Ironc de 
cône et de la surface latérale du petit cône obtenu. 

(121) Élant donnés un demi-cercle de diamètre ABel la lang:eDleAX, 
par un pointvariable de la demi-circonférence on abaisse des perpen- 
diculaires sur la tangente et sur le diamètre. Etudier ts variation de 

11. 
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190 lîXE 

(122) On inscrit à une spiière ui 
dont l'une des bases rencantre e 
lui est perpendiculaire. Etudier 1: 

(1231 On coupe une sphère p.ir 
SB • I ' 



24 U 

ta 

126 £ 



La ligne droite, 

(126) Trouver les coordonnées des miiiouK des efités du. tiian^^le 
ajanl pour somniots les points (2, 4), (3, —5), ( — 3,-6). 

(127) Les coordonnées des trois sommets d'un triangle sont iC*, y' ; 
a^'. y'' ; ">'''! s'"- Trouver les coordoDiiées du point, qui est au tioTS de 
l'une des médianes, à partir du câté opposé. 

(128) Trouver les équalions des côtés d'un triangle ayant pour 
sommets les points (3,1), {4,-3), (-5,-1). 

(129) Trouver l'équation de la droite joignant le point {x',y') au 
/x" + xf'' v" + v"'\ 

(130) Trouver les coordonnées des sommets dti U'iausie dunl les 
cfllés 01)1 poop équations : 

a! + 2y = l, 2a; — 3if = 4, 3ai + 4y = 8. 

(131) Trouver les équalions des diagonales du parallélogramme dont 
lc9 eûtes ont pour équations i 

(132) On prend pour axes la base d'un triangle et la médiane corres- 
pondante. Trouver les équations des deux autres côtés, des deux 
entres médianes, et les coordonnées du point où l'une d'elles coupe 
la première. 

(133). Construire ia droite représentée pai- l'équaiion 

en calculant l'ordonnée à l'origine et l'abscisse à l'origine. 
(134) Marne gueslion ^:our la droite 
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(135) Même (ftieslioi! pour la aroile 

(136) Étant donnés trois points (x',y'), (a:", y"), (ic'", y'"), trouver le 
point tel que la somme des carrés de ses dislaneca à oea trois points 
soit la plus petite possible (coordonnées rectanguiairos), 

(137) Même question pour des points en nombre quelconque (x', >/), 
(*",{)"), ...{a;', y"). 

(138) Trouver la distance de l'origine à la droite ln — 'iij + 5=0 
(coord. lect.). 

(139) Trouver la distance du point (2, 3) à la droiteSœ — 3i/ — 1 = 
(coord. rcct.)- 

(140) Trouver l'équation de la droite raeuée par le point (a;'.!/') 
perpendiculairement à la droite aa; + fty + c = 0, les coordonnées du 
pied de la perpendiculaire, et en déduire la distance du point donuii 
à la droite (coord. reet.). 

(141) Les axes faisant un angle quolconque 0, trouver les angles 
que fait avec les axes la droite ax-i- by=:0. 

(142) Trouver les équations des iiauteurs du trianglo dont les 
Bommels sont (1,2), (2,3), (4, — 3) (coord. reet.}. 

(143) Tïouver les équalions des liauteura du triangle dont les 
sommets sont (iE',tf'), (se", y")' ('"'"?!''")■ Prouver que ces liauteurs 
passent par un même point (coord. reet.). 

(144) Trouver les équations des perpendiculaires élevées sur les mi- 
lieux des câtés du mâme triangle. Prouver qu'elles sont concourantes. 

(145) On donne la base ÂB, et la différence des carrés des deux autres 
cOtés d'un trianjtle, 04 — CB = ft' ; trouver le lieu du sommet G. 
(Oft powra prendre pour axes la base, et la perpendiculaire menée aii 
milieu de la base.) 

(146) On donne la base AË d'un triangle et la somme des deux 
autres catéa CA + CB = m. On prend sur la hauteur HC prolongée, 
dans le sens HC, la longueur HM = AC. Trouver le lieu du point M. 
(Mêmes axes.) 

(147) Uno droite mobile MN coupe deux droites fixes 0:i!,0|y en doux 
points M, N lela que OM + ON = conat. Trouver le lieu du point P qui 

V 
partage MN dans un rapport donné -g-' 

(14S) Trouver le lieu des points tclsque la somme de leurs distances 
à plusieurs droites fixes est égale à une quantité donnée. 

(149) Trou?er le lieu du point de rencontre des diagonales d'un rec- 
tangle inscrit dans un triangle donné. {On pourra prendre pour axes la 
base et la hauteur du triangle ) 

(150) Sur les deux côtés d un anglo r;0 1; on prend deux points quel- 
conques M et H satisfaisant » la condition rrtr + -jr- = -r-(quanlité 
constante). Prouver que la droite MN passe pii un point fixe. 
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192 EXERCICES. 

(151) Trouver l'aire d'un triangle ayant pour sommets l'origine et 
doux pointa donnés (a^, y'), (^', y") (coovd. reet.). 

(152) TroHver l'aire d'un triangle ajaiit pour sommets trois points 
donnés {'c',y'), (a;", y"), {3f", y'"). En déduire la condition pour que 
trois points soient en ligne droite. 

Le cercle, 

(153) Trouver le eontre et le rayon de cercle représenté par i'équa- 



(154) Trouver les coordonnées des points où le cercle précédent 

(155) Trouver l'équation d'un cercle tangent à l'axe des a>, et cou- 
pant l'axe des y i des dislances de l'origine égales ù 5 et à 9. 

(156) Trouver les points d'intersection du cercle œ' + y* = 8 et de 
la droite ia>-^3y = i. 

(167) Trouver l'équation d'un ucrcle tangent à l'axe des x à l'origine 
et ayant pour rayon 5. 

(158) (Juelie est la condition pour que la droite y = mx -j- 'i soit tan- 
gente au cercla x' + y' = r'i 

(IBB) Par un point fixe A (a;', y'), on mène au cercle x' -\-y'' ~ r' 
une sécante fixe ABC, et une sécante variable AWN, Trouver le lieu du 
point de rencontre des droites BM, CN, 

(160) Trouver le lieu du milieu des cordes menées à un cercle paral- 
lèlement i une droite donnée. 

(161) Trouver le lieu des milieux des cordes menées à un cercle par 
un point fixe. 

(162) Trouver le lieu des projections d'un point lixe sur les différentes 
droites passant par un autre point fixe. 

(163) Une droite de langueur constante appuie ses extrémités sur 
deux droites i'«ctangula,ireE. Trouver le lieu géométrique de son mi- 

(164) Ëtant donné un triangle Isocèle, ti'ouver le lieu des points tels 
que leur distance à la base soif moyenne proportionnelle entre leurs 
distances aux deux autres c6lés. 

(16B) Par un point fixe pris dans un cercle, on mène deiix droites 
rectangulaires quelconques, Trouver la tien du milieu de la corde qui 
joint deux points où l'une et l'autre coupent le cercle. 

(166) Trouver le lieu des points d'où l'on voit sous le même angle 
deux sogmenls d'une même droite. On supposera successivement les 
segments consécutifs, puis non cousécutifs. 
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II. — GÉOMÉTRIE 
L ellipse 

(167) Construire une ellip^ie connalsaint un to; 
courbe et les lougueuf a des axes 

{168) Construire une ellipse eonnaissant un f< 
sou point de conla''l el un lutie joint de la coi lu 

(169) Construire une ellipse tonnaisbant le centr 
la longueur du grand axe 

(170) Constiuiie une cUip e, connaissam 
courbe, et sachint que le second foyer est 

(171) Construire une ellipse, connaissant le centre, une tangente, son 
point de contact et la langueur du grand axe. 

(172) Mener une normale à l'ellipse par un point pris sur le grand 
axe. Discussion. 

(173) Construire une ellipse, fionnaiss nt un f j un nmet et une 
tangente. 

(174) Construire une ellipse, connais ( t ni 1 longueur du 
grand axe, une tangente et son point de t t 

(175) Lieu des somniels d'un angle d t n It à ne ellipse. 

(176) Lieu des points équidistanis de d ux nfé n s intérieures 

(177) Une ellipse a son centre en un point fine, elle passe par un point 
fixe, el la longueur de son grand axe est oonslante. Lieu de ses foyers. 

(17S) Sur les deux tangentes MT, MT' menées d'un mâme point aune 
ellipse, on porte les deux longueurs MK, MK' égales aux deux rayons 
vecteurs du point M, Prouvez que la longueur KK' est égale au grand 



(179) Construire une ellipse 
tangente. 


, connaissant un foyer, i 


'" ='""""^' ^^ '""= 


(180) La différence des cai 


■rés des distances du r;er 


itre de roUipse à 


une tangente quelconque et à 


sa parallèle menée par i 


m foyer est con- 



(181) Lieu des foyers des ellipses qui ont pour centre un point donné, 
sont tangentes à une droite donnée et ont leurs grands axes égaux. 

(182) On considère diflérents trapèzes ayant une base donnée en 
grandeur et en position, l'autre base de grondeur constante, et la somme 
des deux autres eStés constante. On demande le lieu: l'des sommets de 
ces trapèzes, 2° du point de rencontre des oSlés non parallèles, 3° du 
point de rencontre des diagonales. 

(183) Dans un cercle, une droite de longueur égale au rayon se dé- 
place de manière que l'une de ses extrémités glisse sur un diamètre lîxu, 
et l'aufro sur la circonférence. Lieu décrit par un poiul de la droite. 
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(184) Dans l'ellipae, si l'on désigne par if et ip' les angles que font 
avec le gvand axe les dou): rayons vecteurs d'un même point, le produit 

'g g 'e -s est coasUnl. 

(185) Lieu des centres des cercles inscrits aux triangles ayant pour 
sommets les foyers et un point quelconque âe l'ellipse. 

(186) Le carré de In distance au centre d'un point quelconque de 
l'eilipEe, augmenté du produit des deux rayons vecteurs, est constant. 

(187) Un cercle fixe est tangent à une droite donnée, en un- point 
donné. Une ellipse a pour foyers les deux extrémités d'un diamètre 
quelconque, et est tangente i. la droite. On demande le lieu des somnicls 
du petit axe. 

(188) La perpendiculaire abaissée d'un fojer àe> l'ellipse sur une tan- 
gente, et le petit axe sont entre eux comme les racines carrées des 
rayons vecteurs du point de contiict de la tangente. 

(189) Étant donnés deux points A, A' el deux droites D, D' parallèles 
à la droite AA', et équidislantes de cette droite : 

1° Démontrer qu'à tout point P pris sur la droite D correspond un 
point P' pris sur la droite D', tel que la droite Pl>' soit tangente aux 
deux cercles circonscrits aux triangles PAA', P'AA', 

3° Démontier que la droite PP' est tangente à une ellipse lixe, 

3° Trouver le lieu décrit par la projection de cliacun des points A, A' 
sur la droite PP'. 

(IflO) On mène ù l'ellipse par les extrémités du petit axe les tangentes 
BT, 6T, terminées à leurs points d'intersection avec une tangente 
quelconque. Le produit des longueurs BT, B'T' est constant. 

(191) Par un point quelconque H d'une ellipse, on mène une tangente 
qui coupe deux diamètres conjugués quelconques aux points P, Q,. La 
moitié d'un troisième diamètre, parallèle à la tangente, est moyenne 
proportionnelle entre les de^x segments MP, U(t. 

(192) Par un point M extérieur à l'ellipse, on mène deux tangentes, 
puis on mène la droite OM qui joint le centre au point M. Soit C et D 
les points où elle coupe la droite des conhcts cl l'ellipse : démontrer 
que OD est moyenne proportionnelle entre OC cl OH. 

La parabole 

(193) Construire une parabole, connaisiint U directrice et deux (an- 

(194) Construire une parabole, connaissant la tangente au sommet et 
deux autres tangentes. 

|105) Construire une parabole, connaissant le foyer, une tangeiiie et 

(196) Construire une parabole connai-sant la directrice, une tan- 
gente et un point. 

(197) Construire une parabole, cniinii'Jaint h directrice, une tangente 
et son point de contact, 
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GÉOMÉTRIE. 195 

{198) Construire une parabole, connaissant l'axe, une tangente ot son 
point de contact. 

(199) Construire une parabole ilont on donne trois points et la direc- 
tion de l'iixe. 

(20Q) Lieu des points tels que [a somme ou la dilfiironce de leurs 
distance à p " t à il t li 1 

d t ccd d t t d 1 

mm t d p b 1 t mè 



{2D1) h 


d 1 


(202) L 


d fï 


direclric t 


p l 


(203) h 


d fï 


direclric 


t g 


(204) L 


d fj 


tangente 




(205) L 


d p 


d'nne pa t 


1 


tangente 


m p 


(206) C 


l 


coDféren 


y ' 


(207) T 




distance 


f j t 


problèm 




(208) P 


1 t 



Dé t qldtqjt P' ml 
delacorl d t tp allÈl 1 q U t pi^ i I 

parabole en son milieu, et qu'en ce point la tangenle à la courbe esl 
parallèle à la corde des contaets. 

(209) La perpendiculaire abaissée du foyer d'une parabole sur une 
tangente est niojenne proportionnelle entre le demi- paramètre et le rayon 
vecteur du point de contact. 

(210) Étant donnée une tan^iente à une parabole, par un point quel- 
conque de cette tangente on mène ta seconde tangente i la parabole et 
la droile joignant ce point au fojer. Démonirer que ces deux droites 
font un angle constant. 

(211) Les carrés des perpendiculaires abaissées du foyer sur les 
tangentes à la parabole sont proportionnels aus rayons vecteurs des 
points de contact. 

(212) Si par le foyer d'une parabole on mène une perpendiculaire 
à son axe et qu'on prenne à partir du foyer sur cette perpendiculaire 
deux longueurs égales, le Irapèse formé en abaissant de leurs extré- 
mité! des perpendiculaires sur une tangente rariable a une aire con- 
stante. 

(213) La dislance du foyer d'une parabole au sommet d'un angle 
ciroonaerit à la courbe esl moyenne proportionnelle entre les rayons 
vecteurs des points de conlact des câtés de l'angle. 

(214) Étant donné un système de paraboles ayant même foyer, si 
par un point fixe on mfciie les doux tangentes à l'une quelconque de 
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